Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



■ninniïi 



TlTU'flOX. 

eÔ0036481R"^ 

TU THE UNIVERSITY 
HUBERT FINCH, M. A. 

Ui'' UALUOL VOLLiXE. 




{y /m 




*{ 



masto 







^ fl ^i z 



- 3 



des 



jnyille* 



Tooi à le§ préMDter de U mani^ U plot simple , et tous verrez 
en même unis qa^elles sont pi[ep(^ toujours les plus fiiciles. 

Laplacb, EcoUê norm,j tom. lY, p. 49* 



/ * 



K A. > Jk V—» 



COURS COMPLET 

DE 

MATHÉMATIQUES PURES, 

DÉDIÉ 

A S. M. ALEXANDRE I"., 

empereur de russie; 

Par L.-B. FRANCCEUR, 

Profetiew ie lafacuUi des Sciantes ^ Parit, àê t'ÉtoU 

Examinateur des candidats de l'Ecule impériale Poly- 
technique, Membre honoraire du département de la marin» 
rasse, Correspondant de C Académie des sciences de Saint- 
Pitersbourg, des Académies de Rouen, Cambray , etc. 

0«n>gc ittùai mx âtrc* dn ËcoIm Noraiila et PoljtaduûqM , 
et aox candidiU qui te préparait k y Itn lAnM. 




A PARIS, 



Mad. T*. BERNAHX». Libraire, quai des 

Augastint ; 
FiBHin DIDOT, Libraire, rue de Thionville. 
M. DCCC. IX. 



IMPRIMERIE D£ H. PERROKKSAf. 







A SA MAJESTÉ L'EMPEUEtJIl 

ALEXANDRE r., 



AUTOCRATE DE TOUTES LES RUSSIES. 



SlRE^ 



Unir la bonté qui gagne les cœurs à la 
fermeté qui fait respecter les lois , mériter 
la confiance de ses alliés et Vesîime de ses 
ennemis , protéger les sciences et les lettres 
en accueillant ceux qui les cultivent , telles 
sont les qualités brillantes qu'on voit réunies 
dans Votre Majesté , et qui commandent 
l'amour des peuples et les hommages de la 



^1 
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PRÉFACE. 



J'ai ed pont bot, en composant ce Traité , qae 
tout lectenr attentif et intelligent, sans aucunes con* 
notssànees en mathémirticfu^s , f&t rendn capable de 
lire avec fruit les collections académiques. Pour ac- 
complif ce projet, j'ai ^ dû me pénétrer de plusieurs 
▼ériléi essentielles. 

i^*. Les démonstrations doivent être parfaitement 
rigoureuses , afin de conserver aux sciences mathé- 
matiques le caractère de certitude qui les distingue. 

2<». Les démonstrations ne doivent jamais tetifer-' 
mer d'élëmens qni leur soient étrangers; en sorte 
que chaque théorie ne soit établie que sut' les no- 
tions qui en sont inséparables. 

• 

i^. Il faut donner à la série des propositions , 
et à Texamen de chacune d'elles l'ordre le plus na- 
turel y celui que les inventeurs ont dû observer « 
subordonné toutefois à l'ensemble qu'exige un traité 
composé d'un si grand nombre de doctrines. 

4*. Jtti du analyser l'esprit des ouvrages des 
pins célèbres géomètres, INewton, Leibnit<, Euler, 
Lagrange^ Laplaoe, les Bemouily^ etc., afin de n'em- 



ployer que les méthodes dont ils ont pratiqué ov 
recominandé l'usage-, et, quVn passant de la lecture 
de ce Traité à Cejle des'ipus^ savaps'xbémotres, oi^ 
n'y trouve ni solutiou de continuité, ni un nour 
veau langage. 

5®. Toutes les théories doivent être liées par nn.ct 
piêthodc uniforme, en sorte qu'on puisse non -seu- 
lement les comprendre toutes, mais ei^çor^ se livrer 
^e soi«raéme a d'autres recherches analogues. Il ne 
me semble pas. suffisant que l'éléye seit conyainca 
des vérités qu'on liA présente , il faut qu^il soit 
aussi dans le secret des inventeurs , et , qu'/sn adn 
mirant leurs découvertes^ il reconnoisse Tesprit ^ai 
les a dirigés. 
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Pour atteindre le but que je me suis proposé , 
î'aidoncdû,ai environner de conseils. Ceuxde Pdisj^on, 
Biot , Ârapèrç , m'ont été fort utiles. J'ai sur-tout met 
dite les écrits ^es l^place, des I agrange. Ces hoknmea 
eitraordinaires , les rivii^x des Newton , des Euler^ 
ont transporté à la France le sceptre des mathéma-* 
tiques , que l'Angleterre et TAMemagne ont tena 
tour-à*toar; et, malgié 1 élévation où leurs pensées 
admirables les entraînent, ils n'ont pas dédaigné 
d'écrire sur les matières qui paroissent le moins dignes 
de leur attention. Mais Tiustruction d'une jeunesse 
studieuse, le désir de conserver à la France Tein- 
pire des sciences , que notre Gouvernement protecteur 
affermit toi4s les jours-, enfin le dcssçio d'éclaiçer 



CjIBUe partie des mathématiques, Aes vives lumières 
4iue leur gloire avbît «répandues sur toutes les autres, 
sont des motifs qui leur ont para^ avoir assez de 
force..' 

L'ouvrage où ils ont le plus dévoilé le secret de 
Tinstrûction, et que les instituteurs ne peuvent se 
passjier de lire, est celui des Ecoles normales. Pour 
justifier la méthode que j'ai suivie , j'eu citerai lei 
passage suivant , tom. IV, pag. Ko. Cest M. dp 
Laplace qui parle. 

K La méthode des limites sert de base au calcul 
cr infinitésimal. Pour faciliter rintelligence de ce calcul, 
« il est utile d'en faire remarquer les germes daaai 
1K les vérités élémentaires qu'il convient toujours de 
« démontrer suivant les méthodes les plus gêné-* 
« raies. On donne ainsi à la fois aux élèves des con- 
« noissances et la méthode d'en acquérir de nouvelles, 
a En contiquànt de s'instruire^ il ne font que suivre 
« la route qui leur a été tracée, et dans laquelle 
« ils ont contracté Thabitude de marcher, et la car*. 
M riire des sciences leur devient beaucoup moins 
m pénible. D'ailleurs , le système des connoissances 
« liées entre elles par une méthode uniforme , peut 
« mieux se cotiserver et s'étendre. Préférez donc , 
« dans l'enseignement, les méthodes générales ; atta-^. 
« chez-voQS i les présenter de la manière la plus< 
<c simple, et; vous verrez, eu même lems, quelles? 
K sont toujours les plus faciles. » 



oc Pbsfacs. 

Je me suis ealiéremeat soumii à ces sages coo-^ 
seîls*, aussi ai- je emplojé partout la méthode des 
limites, que ^al.aenlement préseutée d'une maoîère 
nouvelle , et à laquelle j'ai rappelé la théorie des 
incommensurables. 

On remarquera que l'algèbre succède à l'arith* 
. métique , et qu'elle est interrompue, par la géomé- 
trie. C'est le résultat d'un système que suivent tous 
les bons professeurs ; et , quoique l'algèbre ne soit 
pas nécessaire pour Télude des vérités géométriques , 
on peut sentir combien cette science en facilite l'in- 
telligence. 

Je me suis beaucoup moins attaché aux formes 
consacrées en géométrie , qu'à la méthode même 
qui en fait le caractère ; en conséquence , je n'ai 
pas évité l'emploi des équations , lorsque cela m'a 
paru nécessaire; mais je ne l'ai fait qu'avec sobriété , 
en rejetant dans l'application de l'algèbre à la géo- 
métrie, tout ce qui exigeoit l'emploi . d'une analyse 
moins simple , et en me laissant guider par les ré« 
flexions suivantes. 

Il est clair que les proportions dont on fait usage 
en géométrie , ne sont autre chose que des équations 
qui s'élèvent même jusqu'au â*. et 3*. degré; que 

les addenda^ inveriendo^ qu'on leur fait subir, 

reviennent à. l'élimination d'une inconnue entre deux 
équations. Il en résulte doiic que les formes con- 
sacrées à la géométrie ne proscrivent nullemeoft l'nsage 
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des éqnalions. Mait on remarquera que ecl usaga 
dôil être très-limité : le caractère eisentieF à ]a gco» 
nètrîa consiste en ce que l'évidence la plus oom^ 
plète résulte de la clarté desëlémens même qu'on 
emploie , et de la panière 4^ les combiner, qni ne 
doit jamais laisser perdre de yne l'objet principal. De 
plus , la scrie des propositions n'offre pas une liaison 
êUAsl nécessaire; elles sont, pour ainsi dire, isolées 
les %\ne% dea autres. C'est ainsi qu'on pourroit sa- 
voir que le volume de la sphère est le produit de 
sa surface par le tiers du rayon, sans savoir que 
cette surface est quadruple d'un grand cercle. 

Je crois avoir rempli exactement toutes qes con- 
ditions , sans me soumettre aux formes qu'a em- 
ployée a Euclide, formes qui, probablement, résultoient 
de la manière dont ou étndioit alors les sciences , et 
du peu d'étendue qu'on pouvoit leur donner. J'ai 
cru que cet nsa^e d énoncer les propositions avant 
de les démontrer, rendoit plus pénible le travail 
de la mémoire, sans faciliter l'intelligence, et éloi- 
gooît de l'esprit d'invention* En effet, toutes ces 
foiaaea, empruntées par tous les antres anteurs, ne 
conatituent pas même un des attributa de la géo- 
métrie; et nous avona vu des démonstrations yen* 
taUement analytiques qu'elles s^rvoient à masquer , 
taadia que , d'un autt e oêté , elles font souvent dis- 
parottre la clarté , qui est indispensable , lorsque les 
clémens deviennent un peu composés. 

J<^ ne prétends I au reste, criti«juer les ouvrages 
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de peiisonae ^ mais je désire justifier raa manière^ 
de Yofr. Je serai trop heoreu'x si on me pardonne 
d'aTOÎr écrit sur des matières traitées avec tant de 
succès par MM. Legendre et Lacroix , mes maîtres 
et mes régulateurs. Si j'ai cru pouvoir écrire après 
etix, ce n'est point un fol orgueil qui m'a fait pré- 
sumer que mon travail seroit meilleur *, j'ai seulement 
pensé qu'il seroit différent, et ce motif doit me faire 
trouver grâce. En effet, dans l'exposition des vérités 
élémentaires y' il peut être très-utile de cousulter 
plusieurs auteurs; on en retire le même avantage 
que si on entendoit discuter sur chaque objet plu- 
sieurs professeurs. Les termes dont on se sert, Tordre 
qu'on observe , la manière dont on présente les idées , 
tout donne à une même chose une apparence dif- 
férente, qui tend a faire éclater la lumière si né- 
cessaire dans les sciences. Ainsi , malgré l'estime 
méritée que le public a accordée à d'autres ouvrages > 
peut-être ne désapprouycra-t-il pas les efforts que 
j'ai tentés pour lui être utile. 

Lorsqu'on fera attention à la multitude des objets 
que doit comprendre ce Traité, et au peu d'espace 
dans lequel il est renfermé , on sera tenté de croire 
que j'y ai négligé beaucoup de parties ^ et que ce 
Cours est très-incomplet. Quoique U lecture de l'Oa- 
vrage doive faire revenir de cette opinion , cepen- 
dant j'exposerai ici mes motifs , aân de détruire 
une prévention aussi défavorable. 

L'expérience m'a pleinement convaincu que riea 
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West plbs contraire au but que doit atteindra celui 
qui écrit sur les sciences , que d'entrer sur chaque 
point dans les détails les plus circonstaneiéâ. IJ^ix- 
teur, en disant tout ce qM^il pense, empéclie son 
lecteur de penser lui-même ; FéleTe devient inca- 
pable de se passer des secours de son maitre; il 
prend lliabitude d'une pesanteur très-nuisible à ses 
progrès; enfin la prolixité des détails Tempéche de 
suivre le fil des idées essentielles, et il saisit mal 
^ensemble des propositions , ce qui est le point le plu^ 
emportant. Il me semble que c'est le professeur qui 
doit proportionner 1 étendue 4^4 développemens à 
la nature de Tesprit de chacun de ses élèves. 

D'après ces motifs , j'ai donc supprimé beaucoup 
de détails inutiles , des calculs que chacun peut exé- 
cuter, enfin tout ce qui ne m'a pas semblé néces- 
saire : néanmoins je n'ai rien négligé de ce qui 
pouvoit avoir de l'importance ; j'ai surtout multi- 
plié les exemples beaucoup plus qu'on n'a coutume 
de le faire dans ces sortes de traités, et je n'ai 
jamais perdu de vue le conseil d'Horace , 

Brefts etie lahoro , ohtcuruê Jlo, 

Il m'eût été sans doute bien plus facile de mul- 
tiplier les Tolumes , et ce n'est qu'après beaucoup 
d'es^ai8 et de peines , que j'ai obtenu le degré de 
concision que je souhaitois.. J'aj outrai que dans un 
traité de cette nature , ce n'est pas un avantage à 
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nègligêtf qtre de itiettrè Tétiid^ à lA pùttée Aë toUMF 
ïeê fortanes. GVst poaf oet* tfië j'ai fuit heêKic^up 
serrer le cette, ftflti de diittitiiier leà v6lattiéëé 

Cet Outrage comprend les doctrines de Mathéma- 
tiques pures qui sont enseignées dans les Écoles 
Polytechnique et Normale , ainsi que celles qn oif 
exige des élèves qui concourent pour j être admis. 
La plupart des matières renfermées dans le premief 
-^olume , et quelques-unes de celles dn second , sont 
nécessaires à ceux-^i. J'ai indiqué jfar des étoiles (^) , 
en marge, le^ articles qiïW ne demande pas aux 
candidats de ces Elcoles. 
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I. Notions priUminaireÊ. 

, t 

1 . La nécessité de distinguer entre elles les grandeurs de 
divers systèmes d^objets semblables, de ne pas confondre, 
par exemple , trois hommes , avec dix hommes ^ avec 
cent hommes , a forcé de recourir à des dénominations 
propres à caractériser chaque assemblage. On nomme 
Unité Tun des objets qui le composent ; le Nombre 
ou la Quantité désigne combien il contient de ces 
objeCs. De \k dérivent les mots.. 

Un deux trois quatre cinq six sept huit ^neuf dix 
et les chiffres ou caractères pour représenter ces nombres 

ia3 4 ^^7^9 

I. 1 



* A&ITHMéTIQOt. 

a» Souvent on veut réunir plusieurs assemMages en 
nn seul , t^est-à-dire , les Ajouter : cette Addition s^in- 
diqne par le signe*-4- f qu^on prononce Plus , et «pi'on 
appelle Positif. Le résultat de Paddition s'appelU 
Somme, Ainsi a +3+4 valent- g, signifie que 9 est U 
4omitie des pombres a , 3 et 4 ; ou bien , que si ont 
réduit en un seul trois systèmes composés Pun de a 9 
l'autre de 3 , le dernier de 4 objets semblables 9 û y 
en aura g dans Tassemblage entier. 

Le signe =;:: est celui de l'égalité ; a + 3 + 4= 9 f 
s^énonce a plus 3 , plus 4 9 ^g^^^ 9 • cette égalité ou 
Equation exprime l'opération ci-dessus, a + 3 + 4 ^^ 1* 
premier Membre^ g est le second. 

L'inégalité entre deux quantités, se désigne par It 
aligne > ou < ; on place la plus grande du côté d« 
Fouvertnre : par exemple 4 ^ 7 1 9 ^ 3. 

3, n arrive quelquefois que les nombres qu'on veut 
ajouter sont égaux entre eux; tels que a + a + a +a = 8. 
Cette espèce d'addition prend le nom de MuUipUca^ 
tion ; on l'énonce ainsi : a répété 4 Jois 1 ou ^/ois a 9 
ou enfin a Multiplié par 4* Cette opération s'écrit a.4 f 
ou Sl X 4 = 8. Les nombres a et 4 ^^ nomment les 
Facteurs ; a est le Multiplicande t 4 ^^ Multiplicateur i 
le résulut 8 est le Produit. 

4. Ces deux opérations ont leurs inverses. Ainsi dans 
l'addition , connoissant deux nombres 5 et 4 9 on se 
propose de trouver leur somme g : dans la Soustraction , 
ce résultat g est donné | ainsi que le nombre 5 et on 
demande l'autre 4 9 c'est-à-dire , qu'il faut trouver le 
nombre qui ajouté i^ S donne g ; cette opération revient 
à retrancher 5 de g , elle s'indique par le signe — , qu'on 
prononce Mains ^ et qu'on appelle Négatif Ainsi on écrira 
g ^- 5 :^ 4* ^ réstiltat 4 ^ nomme Reste ou Différence. 
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5. Dans la multiplication on donne les deux facteurs 
et on cherche leur produit ; on connoît 2 et 4 9 et on 
demande 2* x 4 ^^ S* Mais* si on connoissoit le pro- 
duit 8 y et l'un des facteurs a^ , on pourroit se proposer 
de trouver Tautre facteur 4- Cette opération qu'on 

appelle Division , syndique ainsi — -, ou 8 la, et s'énonce 

8 Divisé par 2, Le nombre 8 est le Dividende | 2, est 
le Diviseur , le résultat 4 ^t le Quotient. 

On voit donc que les mots Produit et Dividende 
désignent le même nombre , et qu'ils ne diffèrent qu'en 
raison de l'opération qu'on veut faire. Il en est de 
même du divisieur et du quotient rehtîvement au mul- 
tiplicateur et au multiplicande. 

Il s'agit maintenant d'enseigner à pratiquer ces quatre 
opérations sur toute ^ quantité ; mais avant il faut savoir 
exprimer par des caractères tous ^ les nombres possibles. 

2. Système de la Numération, 

6. Si on eât continué à donner au-delà de neuf, dix , 

onze des noms à chaque nombre, et de leur 

aflecter un chiffre particulier , on seroit tombé dans 
l'inconvénient d'avoir une multitude iifGnie de mots et 
de caractères. C'est ce qu'on évite par un procédé aussi 
simple qu'ingénieux : on est convenu que tout chiffre 
mis à la gauche d'un autre ^yaudroit dix fois jflus que 
s'il occupoit la place de ce dernier. £n outre , on a 
imaginé un chiffre o , qu'on nomme zéro et qui n'a 
aucune valeur particulière. 

D'après cela pour écrire le nombre 9-^1, qu'on 
appelle dix y on écrit 10 , 10 -f- i ou onze est repré- 
senté par 1 1 ; et ainsi de ^suite pour douze , treize » 
^pMtorze , quinze j seize qu'on écrit la, i3,i49x5, 
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16 ; dans tous ces cas le chiffre i vaut dix , parce qu^il 
occupe le second rang. 

De même , yingt , ^îngt-'un , n^ingt-deux ... sont 
représentes par 20 , 21 , 22 . . . parce que le chiffre 2 du 
second rang, vaut 2 fois 10, nombre qu^on est con- 
venu d^appelcr vingt. Cent , cent-un , cent-deux . . . 
sont écrits ainsi 100., lot , 102 9 . . . etc. 

Il est aisé de reconnoitre qu'à Paide de cette con- 
vention on pourra écrire tous les nombres possibles avec 
dix caractères seulement : car pour augmenter de un 
tout nombre , tel que SSy , il sufBt de remplacer le 
chiffre 7 qui est à droite , par celui qui lui succède 
dans la série 1,2, 3,4* • • 7>8i 9: on a ainsi 538. 

Si le chiffre à droite étoit un 9 , on le remplaceroit 
par G , et l'augmentation de un devroit frapper sur le 
chiffre à gauche du 9. Ainsi pour 539 4" i 9 on rem- 
placera le 3 par 4 9 et le 9 par zéro , ce qui donne 
540 = S39 4~ I. De même 12999 + > = i3ooo , 
509 -{- I = 5io , 999 -)^ I = 1000. . . . 

7. Formons maintenant une langue pour énoncer tous 
les nombres , sans multiplier les noms à Pinfîni : pour 
cela convenons d*énoficer tour - d - tour les chiffres ^ui 
composent un nçmbre de trois caractères , en quaUfiant 
chacun d'eux d'une dénomination qui en indique le rang. 

Et d'abord le chiffre du second rang, qu'on appellt 
âixaines , prendra les nonv suivans ; 1 o se noiDmera 
dix ; 20 y vingt ; 3o , trente ; 40 , quarante ; 5o , r/n- 
quant e ; 60 , soixante ; 70, septante ou soixante et dix ; 
80 , octante , ou quatre-vingt ; 90 , nonante , ou quatre^ 
vingt-^x. Ainsi 4S, 67 , 72, 98 , s'énoncent quarante- 
cinq , cinquante-sept, soixante^ouze oq septante-deux , 
quatre-vingt-treize ou nonante-trois. 

On pourroit énoncer n , 12, i3 . . . par dix-un y 
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•dix-deux, dix-trois , . . . comme on dh , dix -sept, 
dix-huit y • • . mais Tusage a imposé d^autres dénomi- 
nations : onze , douze , treize. . . . 

Le chiffre du troisième rang , ou des Centaines , se 
distingue par le mot Cent. Ainsi zlfi se lit deux cent 
quarante-cinq : 2o5 fait deux cent^cinq : 874» trois cent 
soixante et quatorze. On sait donc dénommer un nombre 
exprimé par trois chiffres. 

Mais si le nombre a plus de trois chiffres , on est 
convenu de le partager en tranches de trois - chiffres à 
partir de la droite , d^ énoncer chaque tranche à part en 
la distinguant par une dénomination propre. La 2'. tranche 
est celle des mille , la 3^. celle des millions ^ la 4*. celle 
des milliards ou billions, la 5^ celle des trillons (^^. 

21546; II 11; i5oi6; 8oo4; to 200 701; 

So 001 Qoo; 17337 100 227, 

• 

sVnoncent vingt et un mille cinq ceiU quarante-«ix , 
ou 21 mille 5 cent 46 : onze cent onze : i5 lAille seize: 
8 mille-quatre: 10 millions 200 mille 7 cent un: 5o millions 
mille, 17 milliards 887 millions 100 mille 227. 

il est très-rare de rencontrer des nombres de plUs 
de 12 chiffres : alors on peut se contenter d'énoncer 
chaque tranche à part , sans la dénommer en particu- 
lier, puisque le nom ne serviroit nullement à donner 
ridée d'un nombre dont la grandeur excède la limite 
que notre esprit peut atteindre. On sait donc énoncer 



.. H 



(*) Oo «nroit é^aJeneitf pa^ecmapoiçr ks tnnehei de deux ou d« 

. qmtre chilim ; mai* dans un nombre donné , il j aurait eu plus de 

tnndiea- dans un eu et moins dans Fautre : en examinant les limites 

des nombres qui sont d'nn usage plus ordinaire , il est aisé de voir 

qa*OB a pris un milieu convenable entre œs deux partis* 
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ui^ nombre éMt en chiffres et réciproquement, dans 
rarithmétique décimale (^). 



('") Le mâme principe peut servir à écrire tous les nombres avce 
plus ou moins de dix chifïres. Supposons , par exemple , qu^on ne 
Teuille employer que quatre caractères , alors un duffre mis à la 
gauche d^un autre doit valoir quatre fois plus que sll occupoit la 
place de oelni-d \ lo vaut quatre , ii cinq, 12 six , i3 sept, 20 huit, 
ai neuf, etc. 

Lorsqu''oQ veut énonoer un nombre déjà écrit , où réciproquement, 
on rencontre ici pins de difficultés que dans le système décimal , 
parce que le langage ne concorde plus avec cette nouvelle dispositioD. 
Pqut énoncer, par exemple, le nombre exprimé par 41^^ dans 
It système de niunération à dnq chiffres ,0, x,a,3et4 (ce 
qui suppose qu^un chiffre mis à la gauche d''ttn autre vaut 5 fou plus 
que s^il en occupoit la place), il £iudra multiplier le a par 5, le 

I par 5* ou a5 , le 4 eufîn par 5' ou ia5, et on aura. 

4Xia54*iXa5-4-ax5'4-3 ou Si% pour la valeur du nombre 
proposé , écrit dans le système décimal. 

Béciproquemcnt cherchons les chiffres qui expriment le nombre 4^4 9 
dans le système à 5 caractères. Pour cela , remarquons que le calcul 
ci-^lessus peut se fitire en ordre inverse , en multipliant le 4 de 4i33 
par 5, et ajoutant le i à droite, ce qui donne 21 ,* multipliant de 
nouveau ai par 5 , et ajoutant a ; enGn , multipliant le résultat 107 
par 5 et ajoutant 3j on trouve encore 538 : on voit qu'yen effet 
le 4 A été multiplié trois fois de suite par 5 , le i deux fois , le a 
une fiiis. 

Diaprés cela , divisons le nombre proposé 4^4 pAi" 5 , le reste 4 
sera le i"'. chiffre à droite, et le quotient 86 sera la valeur des 
autres chiffres, lorsqu^on supprime ce 4> divisant de nouveau 86 
par 5, le reste i sera le a*, chiffre^ divisant encore le quotient 17 
par 5 , on a pour 3*. chiffre le reste a , et pour 4** le quotient 3 , 
qui éunt moindre* que 5 , termine Pepéraûoa. L'cxpresakm cherchée 
est donc 3a i4* 

On verra de même que 566 écrit avec 4 earactères donne ao3ia \ 
que dans les systèmes à 6, 9 et la chiffres, le nombre 5o35 est 
exprimé par 35i5i , 6814 9 ^«^ » H fit ^ désignant cft'x et onjbc éu^ 
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3. Bê rjUMfitm. 

8' Etant donna plusienn nombres ^ dont cbacnn est 
exprimé par un seul chifire ^ nous «Eupposerons ^e Pusage 
a appris à en trouver la somme , parce ^'il n'y a besoin 
d'ancnne règle à ce sujet. 

Prenons maintenant les nombres • ' • 

SySi +349+ 1^87 + 54* tt ert> clair que zi Ton &it 
•ëparëment la somme des unités*, dixaines , centaines , • . • 
ces résultats réunis auront enciare méfiée sdtnmii. On 
trouvera ainsi x5mil(e8-f«i4centaiiKaiihao dixaînes*Hn « 
ou iSooo + t4dO -f- aoo 4- ax : opérant de nonveiii 
sur ces demieis nombres ^ il TÎent i dixaine de miHes 
•f* 6 milles "f* 6 centaines -4- a ditaines h- x 9 ou *f€6a;t 
qui est la somme chercbée. 

Ce calcul se fait plus commodément en ^2 
plaçant, comme on le voit ci-««ontre, left< ^/a ^ 

nombres Tnn an-J(B$sus de Fautre, en aorte '%sJfiff 
que les cbiffires de même ordre se correspond 54 m 

dent verticalement ; on écrit au bjis.de chaque i66af . .^ . 
colonne^ la sQi|ime qu'elle dqnpe^ lorsque. 
cette somme n'excède pas 9 ; autrement , on ms poiO 
que les unités et on réserve les dixaines pour les ajooaer 
à la colonne suivante ; c'est pour cela qu'oa commenoi 
eotte opération ,p?ir la colonne des unités. 



V ajfténia dnnilâcimal. Cette àernArt espèce .de naménlîaii^ préHBii 
ém «rantoges marqiiÀ eur les autres, parce que douae a plue J^ 
qne dix \ v^ il seroit trop difficile de rétablir maint»* 
^ parce qu'il frudroit changer les déa omlm iti ons et tons les «M« 
qui c& dérimni. 
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Voici plusieurs eicni^tc^. d'additi«ïi : 

5 1^ 77 2§§ . r... »o ?7€ I§6 6 784 aor, 



>2o 3 000 70Q q3a 749 "^a 

5 §87 976S • 5Jfc' 437^539 

>'"- *»"' 9oa57 ■ ..'73 ào 91a 57a 

34619 181 164 II 1670^0 ^ ■'• 



I f : 
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' ' I9. Ji; csf TisiUé ««|ue sr ron coniioîsaoit le nombre quî 
^ÎQU^ à :243 donae C^S^ .ii.faujdro|^ ^pe M iinkés**4> B 
^ânw^m^ntsS ;, 9eft dûaines -f- 4 ^' 9iy 4e9 centain«^ 
•4r>a«=s 64 On écrira dbnd Iqs nokahvts rf«nan«9, • 1"- 
«^HiVie pour: r^ddkifMkvic: p)us pétik^ttu «fesioits, ^^ ^ 
puis on retranchera chaque clufiJMi inférianr dé î.^ {> 
son $upérieuiç^'Oo(4ml>donc &-t-3a3q2f^i-^=ii&y JL^ 
6— 2.c=49 et :oD 'anura ^Sa pour vesta. '•<''• ' 

ll^is il polt arrîvfe quâ le "chîiffirfei^sUpërî^tif s<yh 
mohidre_que'TlpBft4eti^; c<>tnitfë dbm 'Pe>^ctrtpfe kuC- 
vaiU-j' bù oft'W jSèWt Aterd dé'^J 'H' est clair qu'àîfors 
le nombre cherché qù^on doit ajouter IS", né pouvant 
4è4nër 7', a 'dfi àvoîr'ïy* pour* sô*httie\ 'et" ' 
>fè<^i^a retétiu la di?caine pour la jomAre k'ii ^ )^i " 
mloniia ^urome; il suit'-de là qu'on *mt J^M ' 
dire, non pas 7— », rriaiô 17— Si^îg., et ' j£8ijj'o 
écrir e g au rang des unîtes ; pui& \ '\ i ^ 
•t non plus 4 — 2 9 puisqu'on a retenu une dixaîne pour 
^foUtef 2 la coloriné' suivante composée de 2. et du chiffre 
incomiu.; 4 ^^ donc la somme de ce: cblfiJrc c^de a -4^4 

£n génëral , lorsque le chiffre sùpiriair' ser^ hrphk 

foihle on V augmentera de dix , puis on retiendra uti pour 

le joindre au chiffre inférieur qui est à gauche. On 
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continuera le cftknl cinlessns de cette manière : i •— 3 n« 
se peut, it*r93r=8 ; 6-^xo iiese peut, i6"^io=c6ç 
enfin 3 — a t= i. * 

Pareillement dam Vexemple c»>conire , on 
dira 9 — 3=6; a — 7 ne se peut, ia-t7s=?5; *ooo4^ 
4—6 ne se peUt , x 4^-6=::8; 0—9 ne ae peut, ^ ^7^ ^7^. 
10^^-9—1 ; Q4-ft ne se peut, 10— ft=av 0—6 ^^^ 
ne se peqt« lo^tSs^.; enfin 3— 3=:>-o quHl 
est inutile i^éttin. 

Voici quelques autres exemples de soustraction : 

3ooo 6000 6000 i5o 001 375 83 1 

' '^9^ 4oo» 5999 . 76 385 186943 

1704 2000 I 73(^16 188888 

ro. Lorsqu'on ^eut retranclier un iiombre d'un auxre 
lonîié' de runité , suivie d'autant de zéros au^'il y a dfc 
chiCTrçs dans. U premier, il s}x(àtàc retrancher les unités 
Je 10 et les autres chiffres de 9 : c'est ce qii'qn ^peile 
le Complément arithmétique de ce nom})re. C^st ainsi 
que I 000' 000' — ^ 279 953 ^Çnne 7^ 047 pour re$te% Qe 

« • * • # 

^cul est si. facile qu!& peine ;](aéfiter-.trU d'être compté 
pour une «opëiatîon. 'On s'ep ^ert. ppur ramenée* toute 
soustraction 'à une addition ^.yqidL çaff)fnent^ 

Soit demandé 3487 •» 269 ; il est cl^ir qu'on > pçMt 

ajouter et, soustraire 1000 t ce.qpi «d^iMie > . 

^4^7 + topo T*^ 3!^ -^'^Qf^. ; fit. le complément- de ^£19 
est .74t =Ç' u>oa^-w*^9« aii^ op a .pour Ip différence 
çlierchée 3487 4* 741 -^. tooo ^ o« 4^8 ~ 1000 ==; 3bu8* 
On voit par là . qa*^ iif u do tctvancher un nopabre ^ 
pn |>eut e^ ajouiec la compléiAent , pourvu qu'on re-- 
tsfipc^ ensuit^ une unité de Tordre immédiatement 
supérieur, % «çe)^ du nombrti.i soustraire. L'opération 



.*o 



■àMrauixtqvx, 



• wigiie »Io« camme on k voit d-<oat,e.' 

•n d«jg«,m par î ^e le cluffie , doit être » 34»r 

•ou5t«.t ; en sorte ,ue le nomi^ ainsi écrit , ."tÎT 

'J^^'^àfa^vaniitéàso^tmirr^j,^^ "S^ 

Ce calcul est .ur-tont oUle lo^^'on * •lo. , , 

«en„3dd.t.o«etsou.t„.etio„.„cce.sive,.4 gfo 

FT exemple, 8.73. +57.9 -.37, ^4834, on S 

«mploie les complémens de 371 et 4834, '«ri - 'S.6g 

»ont ,629 et r5,66, et on a pour «bnltatSsJi r^^" 

A 

5. De la Multiplication. 

". En ajouum 7 dn, fois, et 5 sept fo», ontnart le 
mime produit 35 j dont 7x5=5x7- 

«n prouve qu'a en est de Aême de' 

«onsles nombres, c'est-à-dire, qu'on 

peut intervertir l'ordn des /acteurs ' ' " ^ ' • ^ 

«^ changer h prvduit. Formons en .*.*.':::* . 
effet le ublean A de 5 lignes , dont 

chacune contient 7 points; le nombre 

* P«"«»te est 7 X 5; mais si on ren- •--•••• 

^rse ce tableau comme on le voit'en ; * ' * * 

B, le nombre des points sera le • - .* -' * 

mémejt exprimé par 5 x 7 ; d'oik ; ' * • • 

le produit 7x5 n'est ant». ,7^ P~«iait3Spara;m.î» 

r / A o p est antre chose oue 7«4i<T j_-_i.«^ 

P-wr. le mnWpIier p., *, a „ffi, de ,^ JZ^,^^^? ; 

P-ie, ou «i-f .4+.4+.4+.4. IwT '''^^' 

7X *x a = 7x *j< S. Puisqu'on peut dta-l-r l-l j ' 
derniers facteur, de place et „n.i T^ ^ **"* 

deux premie» a J,Z\ J '" "* ''' "•*«* ** 
P ime« , a sera iàcae d'en conclure ,«e l',»dre d« 
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la multiplication de trois facteurs peut être interverti 4 
volonté. 11 en seroit <le même pour un plus grand nombre 
de facteurs. 

Prouvons, par exemple, ^e yx 5x ax 4=4x 5x^X7; 
comme on peut intervertir Tordre des trois premiers fac- 
teurs, il suffit de faire voir que Sx ax 7X 43=5x ax 4x gt 
ou lox 7x4=10x4x7; or cela* résulte de ce qu'on 
a démontré. 

12. LorsquMI arrive qu^nn tiomlre est ; plusieurs fois 
facteur, comme 3 x 3 x 3 x 3, on dit que 3 est ilevi 
à la 4*. puissance , et on indique le produit par V : 
ce chiffre 4 ^^ appelé Exposant i il indiqut le nombre d^ 

fois qu'une quantité est facteur. De même . ' 

â^ = jtxaxa=: 8. La puissance 2 se nomme aussi 
le Carré, et la puissance 3 le Cube : on en verra la raîsoa 
plus tard ( oSi , 3o6. ) Cest ainsi que 49 ^^ ^^ ané 
de 7 ou 7 X 7 S5 7*9 et que ai6 est le cube de 6 ou 
6x6x6 = 6». 

Réciproquement le nombre qui porte un exposant ae 
nomme une Racine; de sorte que 7 est la racine carrée 
de 49i cubique de 343, 4*« ^^ Moi 9 parce que . . • 
7*=49 » 7'=343, 7^=^401... ces racines s'indiquent par 
le signe ^; 7=iy^343 =z y^a4oi. Lorsqu'on ne désigne pas 
le degré de la lacine, on suppose qu'il s'a^t de la racine 
carrée. On dit donc que 7 est la racinp de 499 et on 
écrit 7 = 1/49, 

i3. Puisque pour multiplier un nombre, il suffit de 
l'ajouter à lui-même un nombre convenable de fois (3) , il 
aéra facile d'avoir le produit lorsque les facleura n'auront 
qu'un seul chiffre. Le tableau suivant se forme en aj<Hitant 
9 ibia successives le nombre i à lui-même pour la. pre- 
mière ligne horisontaie | le nombre a p'bnr la seconde , et 
aiiisî de suite. 
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TaiU é* Pythagort. 
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Veut-on trouver le produit 7 X'5? Orl chehrhe 7 dans 
la première ligne horisontale , et on descend dans la 
colonne verticalb correspondjintt! ,' jusqu'à ce qu'on ren- 
contre le nombre 35, qui se trouve dans la ligne qui 
comnience par 5 ; on a 7 x 5 = 53. ^ 

' Il importe de se reniïre très-Einàliers les produits des 
.nombres simples, afin de n'dtre.pas oblige de recourir 
chaque fois â la table de Pythagore. 

)4- Il seroit (rès4ong, pour les nombres un peu grands, 
^'exécuter la ntuttiplicaiioB en ^goueant te muliipti- 
€ande autant d* fois if'il y a â'mnltét doits te muUipli- 
cateur^ ainsi qu'il résulte de la définition (3).' Nous allons 
«Kposer les moyens pins commuées qui^errent à obtenir 
le produit. Il se présente denx tas^ 

1*'. Cas. Pour multiplier agSy par 6 « imaginons , pour 
nn moment 1, qu'on ajoute en effet S (ôis 2957 ; la 
colonne des unités sera formée du chiffre y répété ft (ois ; 
la somme sera Jonc 7 te 8 ou 56 : on posera G, et on 
retiendra 5 pour joindre à la colonne des dûtain». Cette 
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colonne est composée du chiffre 5 écrit 8 fois ; on dira 
donc 5 X 8 = 40f ajoutant la retenue 5, on a 4^; on: 
posera 5 et on retiendra 4 9 etc.... On voit donc 
que cette opération revient à multiplier chaque ^9^7 
chijfre du multiplicande par le multiplicateur^ en ° 

commençant par les unités , écrire sous chaque ^^^ 
chiffre les unités du produit qu'il a donné , et 
retenir les dixaines pour les joindre au produit suivant. 

Ce procédé n^est à proprement parler que Faddition 
même, excepté qu^on se dispense d'écrire plusieurs fois 
le nombre à a j ou tel? 

i5. 2*. Cas, Pour multiplier 2827 par 532, il est clair 
qn^on peut répéter 2827 , 2 fois , 3o fob et 5oo fois , 
puis ajouter le tout. On mtiltîpHera d^abord 2327 par 2^ 
comme on vient de le dire , et on aura ifih^, Ensuite 
pour 2827 X 3o, remarquons que si on ajoutoit en effet 
3o fois le nombre 2827 , ou ce qui revient au même 
2327 fois le nombre 3o, la colonnades unités donneroit 
zérOf et celle des dixaines 2827 x 3 ou 6981 ; ainsi on 
voit qu'il faudra chercher le produit 6981 
du multiplicande 2827 par 3 , et écrire ce ^ ^^7 

produit S0U9 4654 « niais en reculant d'un ^ ^.■. , 

1 L ¥ 4 • * 4o54 

rang vers la gauche. Le même raisonne— g^ g^ 

ment prouve que pour multiplier 2827 i 165 5 
par 5oo , il faut écrire le produit 2827 x 5 j 2^7 964 
ou I i63S en reculant de deux rangs vers 
la gauche^. 

On voit donc qu'iï faut multiplier l'un des Jacteurs 
par chacun des chijfres de Vautre ; écrire les produits de 
manière que les unités de chacun d'eux soient placées au- 
dessous du chijfre du multiplicateur qui a donné le pro^ 
daii : on ajoute ensuite le tout. 



/ 
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n convient d^être très-exercé à la pratique de cette 
rtgle ; nous en mettrons ici trois . exemples. 



886 633 


. 53 687 
908 


5 554 444 


777 


79765 


6 2o6 43i 


420496 
483i8 3 


27 772 220 
333 266 64 


62 064 3i 


620 643 I 
688 913 841 


48 747 796 


3888 1108 

^49989996 
388 811 08 

443 o5o 225 660 



16. Lorsque Pun, au moins, dis facteurs est ter- 
miné par des zéros , il suit de la méthode même que 
nous venons d'exposer, qu'on peut supprimer ces zéros, 
pourvu qu'on en ajoute un nombre égal à la suite du 

produit. Par exemple 406 x 27 = 10962 ; donc 

4060 X 2700 donne le mtkne produit , suivi de 3 zéros 
ou 10 962 000. De même pour obtenir 1000 x 100 000 , 
on place 8 zéros après x, et on a 100 ooo ooo. 

6. De la Dmsîon, 

17. Puisque le produit est formé du multiplicande 
ajouté autant de fois qu'il y a d^unités dans le multi- 
plicateur; on voit que ce produit contient l'un des fac- 
teurs, autant de fois qu'il est marqué par l'autre. Ainsi , 
I0L. quotient indique le nombre de fois que le diviseur est 
contenu dans le dividende. On pourroit donc trouver le 
quotient en faisant la soustraction réitérée du diviseur , 
autant de fois qu'il scroit possible de l'ôter du divi- 
dende. 

C'est de cette propriété que dérivent les dénominations de 
dividende, diviseur et quotient, puisque pour faire plusieurs 
parts égales d'une quantité 9 il faut la diviser par le noûibre 
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des paitftf tt ipt le quotient exprime la grandeur de 
chacune. 

On Toit aussi que le produit 35 de 7 par 5 est 7 fois 
jAus grand que 5, et que le quotient 5 de 35 divisé 
par 7 est 7 fois plus petit que 5. 

18. De 3S = 7 X 5, on conclut que 35 divisé par 7 
donne 5 pour quotient : mais si Ton veut diviser 38 par 7, 
on sera obligé de décomposer le dividende 38 en deux 
parties dont Pi^e soit 7x5, ainsi 38 = 7x5 + 3;3se 
nomme le Reste de la division , qui ne peut se faire exac- 
tement ( en nombre entier. ) 

En généi^l, lonqu'en multipliant par x 9 a, 3 un 

nombre, on tsouve parmi les produits successifs une quan- 
tité donnée, on dit qu'elle est Multiple de ce nombre, 
ou Divisible par ce nombre : 35 est multiple de 7, ou di- 
visible par 7. Les multiples de jt sdtii des nombres Piùrs ; 
on nomme Impairs ceux qui ne sont pas divisibles par 2. 
On dit qu'un nombre esi^Premier, quand il n'est divisible 
que par luinnéme et l'unité. 

En prenant pour dividende et pour diviseur deux nombres 
quelconques , on doit donc dire que le quotient mûkiplii 
par le diviseur , dorme un produit qui ajouté au reste, a 
pour somme le dividende. Le reste est moindre que le divi^ 
seur, pubque sans cela, l'une des parties du dividende 
décomposé, n'auroit pas été le plus grand multiple du 
diviseur. 

ig. La uble de Pythagore donne le quotient , quand il 
n'cit exprimé que par un seul chiffre, ainsi que he diviseur. 
ITent-on diviser, par exemple , 35 par 7 ? On descendra 
dans la colonne verticale du nombre 7, jusqu'à 35 qui 
€U sur la ligne horisqntale qui commence par 5 ; donc 5 
«si la quoûent cherché, on ^ ss 5. Mv diviser 65i 
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par g, comme on ne troure pas 65 dann la g*« colonne ^ 
maïs seulement 63, on a donc 65 = 7 x g-f-a; 7 ^^ 
le quotient et a, le reste. Il faut se rendre ces divisions 
simples très-familières. » afin de les effectuer de mëmoîi^ 
et sans recourir à la table de Pythagore. 

20. Pour exécuter les autres divisions , nous distin- 
guerons deux cas , suivant que le diviseur a un seul chiffre 
ou plusieurs. 

i«'. Cas. Divisons 4*761 par 7: il s'agit de trouver un 
nombre qui multiplié par 7 reproduise 40761 ; si ce quotient 
étoit connu , on le vérifieroit en multipliant ses unités 
par 7 9 c(; qui devroit donner le produit i , en retenant les 
dixaînes. L<e produit des dixaines'du quotient par 7, joint i la 
retenue , devroit de même donner 6; les centaines, 7 ; les 
milles enfin 4^* ^ quotient n'a point de dixaînes de 
mille, puisque ioo<»o X 7 donne 70000 >> 40761. Il suit 
de là que 4o contient le produit de 7 par le 
chiffre des milles dû quotient et en outre 40761 f 7 
la retenue faite sur les centaines. Le plus _£— ' ' ' ^ 5da3 
grand multiple de 7 contenu dails 4o est ^7'* 
35 ou 7 X 5 ; et puisque *4o esê compris — -' * 
entre les produits de 7 par 5 et par 6 , le ^/ 
quotient l'est lui-même entre Bboo et '"T", 
6000 , car ces nombres multipliés par 7 21 

donnent des produits Fun ^ , l'autre o 

> 40000 , ou l'un ^ et l'antre > 
que le dividende. Le plus grand multiple de 7 contenu 
dans 4o , donne donc 5 pour le chiffre des milles du 
quotient; «de plus, en retranchant 35 de 4o , le res^ 5 
est la retenue ùiit dans la multiplication des centaines 
du quotient par 7. Si donc on joint les autres chiflrea 
761 du dividende , 5761 sera le produit de 7 par les 
parties inconnues du quoti^it. . > 
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Puisqu^il s^agît de diviser 6761 par 7, question sem- 
blable à la proposée, on fera l.e même raisonnement. 
On divisera donc 5j par 7, et le quotient 8 sera le 
cbiflVe des centaines : 7 x 8 = 56 qui ôtë de 87 donne 
le reste i ; ainsi* 161 est le produit de 7 par les unités 
et dixaines du quotient. 16 divisé par 7 donne 2 pour les 
dixaines du quotient ; 2x7 = 14? ^^^ de 16 , il reste 2 : 
enfin ^ = 3, chififre des unités. Le quotient cherché 
est donc SSsS. 

On remarquera dans le type de calcul que nous avons 
donné, qu^au lieu d'écrire auprès de chaque reste les 
autifcs chiffres du dividende , on s'est contenté d'abaisser 
le premier de ceux-ci , pour former le dividende partiel. 

On sent assez que dans ce cas très-simple , où le divi- 
seur n'a qu'un chiffre , non^eulement on peut soustraire 
chaque produit partiel sans l'écrire , mais qu'on peut 
aussi se dispenser d'écrire chaque reste. La division d'un 
nombre par 7, 5, 2 fie réduit à en prendre le 7'., le 5*. 

la moitié ainsi que nous le ferons remarquer bien«> 

tôt (3o). Voici d'autres exemples de division. 

=6269; -^=1753; 2.i — ^ = i3 94i, 

a*.| Cas. Proposons*-nous maintenant de diviser 191 478 
par 329 : le raisonnement sera absolument le même qa« 
précédemment. Puisque le quotient multiplié par 329 doit 
donner 191 478 pour produit, il faut qu'.*n multipliant 329 
par les unités dé ce quotient , et retenant les dixaines , on 
trouve 8 unités : que de même les dixaines , centaines de 
ce quotient inconnu, multipliées par 329, donnent 7 et 
1914* Il n'y a pas de mille au quotient, puisque s'il 
^toit seulement 1000, en le multipliant par 329, on'auroit 
329000 pour dividende. 

I. 2 



z tf. 


/3a9 
\ 582 


2.6 qy. 
26 3a. 


. > 


658 
658 


• 
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Ainsi 19 14 contient le |>ro(]uit 4n divisear 829 par le 
chifTre des centaines du quotient ; il contient en outre U 
retenue provenant des autres produits. Supposons, pour un 
moment , qn^on sache trouver le plus grand multiple de 
329 contenu dans 1914^ ^t q^'il soit ^x ^2^9; 5 sera 
le chifTre des centaines, puisque 1914 étant compris entre 
5 et € fois 339 , le dividende total 191 478 l^cst entre 5oo 
et 600 fois 329, et le quotient entre Soo et 600. Multi- 
plions donc 329 par 5 , et retranchons 
le produit i645 de 1914; le reste 269 
est la retenue faite sur les autres pro- 
duits du quotient par le diviseur , de 
sorte qu^en joignant les chiffres 78 qui 
restent au dividende , 26 978 divisé par 
329, doit donner au quotient les unités 
et dixaines inconnues. 

On verra par conséquent que si on divise 2697 par 
329, le chiffre 8 que donnera cette opération sera celui 
des dixaines : et comme 329 x 8 = 2632, qui, retranché 
de 2697^ donne le reste 65, on voit que §^ doit donner 
les unités 2 du quotient cherché, qui est donc 582. 

Concluons de là qu^e , pour faire une dinsion , il faut 
séparer yers la gauche du dividende les chiffres nécessaires 
pour contenir le dinseur; le plus grand multiple du diviseur 
contenu dans cette partie , donne le premier chiffre à 
gauche du quotient; on mufffpli^ ensuite Uf diviseur par 
ce chiffre t^et on retranche du dividende partiel ion descend 
enfin à côté du reste le chiffre Suivant du dividende pro^ 
posé , et on recommence la mime opération jusçu^â ce qu'on 
soit parvenu à épuiser tous les chiffres de i^lui<i. 

Si Tun des dividendes partiels ne contenoit pas le divi- 
seur, on ne devroit pas oublier de mettre zéro au quo^ 
tient y comme pour ^' Si% ^ ^= ^1* 



1 

i 
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n est plus, coort de faire à la fois la muUiplicatioti. et 
la soustrattlon : par exemple, lorsqu^il s^e&t agLde-muUî-* 
plier 3^9 par 5, et d'ôter le produit de i9i49 on a pu 
dire : 5 x 9 r= 45 qu^il faudroit soustraire de. 4 9. mais 
comme cela ne se peut, on joint à 4 uii nombre CQn« 
venable de dixaines, et on a 54 -.-45 = 99 qu^on pos« 
sous le 4 ; et comme on a ainsi aug<^ 
mente 1914 de 5o, il faut, pour ï9ï4-78 f 3^9 
compenser, faire éprouver une aug- fi -58 

mentation égale au nombre k sous- ~ 

traire ; on retient donc 5 qu^on joint 
au produit suivant a x 5 ou 10 : il faut de même dter 
i5 de I , on plutM de 21 , il reste 6; enfin 5 x 34-^=179 
19 — 17 = 3, et le reste est aGg. 

On retranche de m^me de 2697 ^^ produit 329 x 8 en 
disant 8 x 9 = 7:^9 ôlé de 77 , il reste 5, et on retient 7 ; 
8 X 2 = 16 , plus 7 de retenue fait 23 ; ôté de 29 , ^11 
reste 6 , et on retient 2 : enfin 8 x 3-|-*2 =26, ôté de.26« 
on a zéro ; ainsi le reste est 65 : etc. 

21. Il s'agit maintenant d^apprendre h trouver le quo* 
tient de la division de 19 14 f^^ 329. Supposons que 
ce quotient soit connu , il faudra le multiplier par 329 ^ 
c^ est-à-dire , par 9 unités , 2 dixaines et 3 centaines : ce 
produit ajouté au reste doit donner I9i4« ^^ «st aisé,' 
d'après cela , de voir que 19 est formé , i<». du produit 
de 3 par le quotient cherché; 2*. des dixaines retenues' 
sur le produit de 29 , et de celles qui résultent de ce que 
1914 n'est pas un produit exact. Couime on ne peut ôtec 
de 19 ces dixaines excédantes et inconnues, on divise 19 
par 3, ce qui donne €: et comme l'emploi d'un dividende 
trop grand, peut entraîner un quotient faux par excès, 
pour le vérifier , on cherchera 329 x 6 == 1974 ; ce 



dO AaiTHMlTlQTJE* 

prodiût sorpassant 19149 on voit que 6 est trop gnni 
On essaiera donc 5 , qui convient au cas pilent. 

On prendra donc le premier chiffre à gauche du divismtri 
et on supprimera ies' autres, puis an négligera de même 'HTS 
la droite du dividende un nombre égal de chijfresi la division 
de ces deux parties donnera un quotient , qui pourra être 
trop grand; mais qu'on vérifiera ensuite {*), 

On doit remarier que i*. la division est la aeule des 
quatre rè^es qui commence par la gauche. 



(*) Le chiffre dn quotient est frnx far-UNit lonqui le woond 
diiffi« da divitenr ctC^S, ptroe que le prodnit fiut refluer mai 
celui du premier diiffire ua pittf grand nombre d^unità. Ainâ toit 
^^ ; en dinnt -.^ =s 7 on obtient un cbiffre trop grand : on peut 
dans ce cet lempltoer le divieeur 987 par Soo^ et dire -^ =£4) bdûi 
Fctreur est en sens contraire , et le chif&e est ici trop finble 9 
quoique plua prèa du Trai quotient qui eet 5. 

Quant à la Térification , on peut la fiûre en opérant de gauche 
à droite \ car ai la louitraction d^un produit n^ett paa poeaible , à 
plui forte raiaoB ne le cera-trelle pas lorsque les retenues euront 
acem le nombre à soustraire. Ainsi pour éprouTer le quotient 6 dans 
la diTÎiion de 1914 par 339^ on dira 6 X 3 3= 18 , ôté de 19 , il reste 
I y qui joint âtt i sniTant donne 1 1 ; a X 6 = la qu'on ne peut 6tcr 
de- 1 1 ; donc 6 est trop fort et on doit essayer 5« 

Dus Micnn cas , la retenue ne peut égaler le multipltoileur , 
pâsqne sll «tt 5, il fiindroit que le dûffiv midtipUé fut =rio 
popr qa'09 eAt 5 à retenir» Si donc on frit à la Ibis la multiplîaition 
«t la soustraction , la retenue seim an plus égale au multxpUcareur| 
et si en fiûsant PépreuTe comme il Tient d*ètte dit, on trouve un 
teste égal au chiffre qu'on essie, on doit en coodure qu'il n^est 
point trop fort. Soit , par exemple , VjV^ ) ^ ^ résultat da ^,1 «si 
trop fort ; pour éprourer 7 , on dira 3 X 7 == ai , ôté de 95 9 reste 
4etona4o9 7X5 = 35de4o>l fetXit 5 ,* enfin 7 X 7 := 49 M 
de 56 il reste 7 , donc le 7 est bon. En général , TépreUTe doit éti« 
poussée jusqu'à ce qu'on ne puisse soustraire , ou jusqu'*à ot qpi^UA 
trouf» un reste au moins égal «u diiffire éprouvé* 
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slK Cnaq[ae reste est plas petit que le divisear ; chaque 
dmdende partiel se compose du produit du diviseur par 
le chifire correspondant du quotient ^ et du reste ou de 
la retenue faite sur les autres produits : donc cette retenue 
est toujours moindre que le diviseur , et dans la divisioa 
partielle , il ne peut en résulter pour It quofient un chif&e 
trop fort. 

3*. Chaque chiffre qu^on descend pris du reste donne 
un chifire au quotient , il est donc bien facile de juger 
à priori du nombre de ceux qui le composent. 

4^. Chaque quotient partie) ne peut eicëder 91 qui est 
le plus grand des nombres d'un seul chiffre. 

5^ n conviendra de marquer par un point chaque 
chiffre descendu pour éviter les erreurs. 

6*. n est clair que si on double, triple ,«••• le multipli- 
cande, le produit sera double, triplé ,.... le multiplica- 
teur ne variant pas : donc on peut multiplier le dividende 
et le diviseur par un mime nombre sans changer le ,quo^ 
tient; on peut aussi diviser Vun et Vautre par un mima 
nombre: ^ a le même quotient 4) que ^, que •^. Si 
le dividende et le divbeur ont des zéros à leur droite^ 
4m peut donc en suprimer i chacun on ^1 nombre* 

Voici quelques exemples de divisioQ. 

7a3ia.i46 ( 8869 366 jSa.Gj f 99 887 

^t^ '/ i^^ . 87iai6 J 38 
338 74 7 ata 07 * ' 

^ 9^ Reste 219 98 

Reste 3 986 

■ 

8a3 q45 687 08.9 (8047685671 
8^ 653 976 6q^ - 

Reste. • • 7 4^ 8o5 66 a 
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700 200 o3i < 683 679 

2 047 4^1 



IIV {^^ 



. Reçte. ••• 112 735 



25 6 

2 5 

254 6 
23 555 



9999 



^758 . 

3oqQ 

469 

'o^9 

'7355 

I23o 
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7. Preuves des quatre Règles, 

22. Quoique le calcul de V Addition soit fort simple , 
îl est assez ordinaire d^y commettre . des erreurs : c^est 
pourquoi , il feut vérifier la somme par ' une Preuve, 
On pourra refaire le calcul en opërant de bas en haut : 
ttn pourra aussi le faire de. gauche à droite; ainsi, 
dans l'exemple ci-cottire , on commencer par 
la colonne des miHe qui donne 6; et comme 
on trouve 7 à la somme, 7 — €=x, indique 
qu'il y a eu I de retenu dans la colonne des cen~ 
taines, qui, par conséquent, a donné i3. Mais 
cette colonne ne donne que 11 ;. .i3 — 11 ou 2 
est donc la retenue des dixaines , etc. : à la colonne des 
unités , on doit trouver zéro pour difTérence» 

La preuve de la Soustraction se fait en ajoutant le 
reste au nombre à soustraire ; on doit retrouver le plus 
• grand des deux nombres donnés. 

* a3. On pourroit vérifier le prodoit d'une multiplica— 
tion , en le divisant p^r l'un des facteurs ; le quotient 
seroit l'autre : mais la preuve seroit plus sujète à erreur 
que la règle , ce qu'il faut éviter. O^ pourra échanger 
entre eux le multiplicande et le multiplicateur (11). On 
peut aussi diviser Vun des facteurs par un de ses divi- 
seurs exacts, multiplier l'autre par le même nombre et 
refaire Topération. Dans ces deux cas on doit retrouver le 
même produit (*). 



(*} Yoiâ encore une autre preuve remarquable f^r m simplicité. 
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On fait la preuve de la division en multipliant le 
quotient par le divbeur , pbis ajoutant le reste : on doit 
retrouver le dividende (i8). 

8t. Quelques propriétés des Nombres. 

24- i^« Décomposons un nombre <][uelconque en deux 
parties , dont Tune soit les unités : par exemple . . . 
474 = 470 -f- 4 o" 4? X 10 -i- 4 f ^^ première sera tou- 



Suppoaons qu'on cherche le produit ie 39} par 157a ; décompoMoa 
393 en deux parties dont Tune soit le reste de la division de 
393 par 9; il vient 393 ^9 X^^"^^* or , si on multiplie par 157a , 
Is première partie 9 X 33 donner» un multiple de 9 ; de sorte que 
le produit 393 X 1573 divisé par 9 , doit avoir le même reste que 
5- X ^573 ; mais en décomposant à son tour 157a de la même manlfate ^ 
1573 = 9 X 174+ 6, et multipliant par 5, le reste de la division 
sera le même que celui- de 5i(6 qiji est 3 ^ on vok donc que le re$te 
quon obtient mu produit têt U produit de$ restes des facteurs* 
' On divisera donc les fiicleurs et le produit par 9 > et oia vérifiera 
si cette condition est satis&ite j la même chose auroit lieu pour tout 
autre diviseur que 9 ; mais la propriété ( f^O)r. 34 , 35 ) des nomhres 9 
et it les fiât préférer à tout autre, comme étant d'un usage ploi 
£icUe. 

On a trouvé , par exemple y que 53687 X 908 = 4^ 74? 79^ - P<>w 
vérifier ce calcul , on ajouté tous les chif&es des fréteurs et du»pro- 
duit, ayant soin de supprimer 9 chaque fois que la somme excède 
ce nombre^ les restes ainsi obtenus sont 3 , 8 et 7 ; or, 3X8=1 6, 
et 7 est le reste de 9^ ( puisque 6 + i =r 7 ) : donc Topération n'cat 
pas fautive. 

De même, en divisant 700 3oo o3i par 683679 on A 1034 pour 
quotient, et lia 735 pour reste r en divisant ces quatre noabKs 
par 9 , on obtient les restes , 4 pour le dividende , 3 p39 le di- 
viseur , 7 pour le quotient et i pour le reste. Si la division se fâisoit 
exactement, le restf du dividende seroit 3 Ibis 7 :s 3t , ou plutôt 3; 
ajoutant i , qui provient du reste , on trouve 4 f^txr Peioèa du 
dJTidende sur les multiples de 9 , ainsi que cela ae vcrific. 
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jours divisible par 2 ; il faut donc que la seconde le soît 
aussi pour que le nombre soit un multiple de :a. Ainsi 
tout nombre terminé par o , at , J^, 6 ou 8, jouit seul 
de la propriété d'être pair (*). 

2°. En décomposant le nombre en deux {Tarties dont Tune 
soit formée des 2, yi ^ , . . derniers chinres , on voiK 

* 

de même que pour qu'un nombre soit multiple de 4 9 H 
Jaùt que la quantité exprimée par ses deux derniers ehiffres 
à droite soit divisible par 4* Les trois derniers forment un 
multiple de 8 , lorsque le nombre est divisible par S, etc. 

3p, Tout nombre terminé par o ou 5 est seul divisible par 5/ 
Cela se démontre de même. 

4*. Eu divisant lof par g le restç est i ; il est donc aussi i 
pour 100 , 1000 ... ; donc pour 20 9 200, 2000 y • • • 
le reste doit être double , ou = 2 ; pour 3o , 3oo', . . • 
il est 3 9 etc. Or , une quantité , telle qde 8763 , peut 
être décomposée en unités , disnines y etc. , . . . . 
8000 4" 700 -f- 5o -f- 3 : en divisant par 9 , les restes 
8 + 7 + 5 + 3 donnent 23. Ainside reste de ^^ est 
le même que celui de ^ « ou 5. 11 suit de là que le reste 
de la division d^un nombre par 9 9 se trouve en ajoutant 
tous les chiffres , comme s'ils ne représentoicnt que de 
simples unités , et supprimant 9 chaque fob qu'il se ren- 
contre. 

Tout nombre dont la somme des cliiffres est un mul- 
tiple de 9 Y est divisible par 9. 

5*. On verra aisément que ces deux propriétés appartien- 
nent aussi au nombre 3. 

25« La l^éorie des restes présente une remarque assez 

(*) Cette propriété t^exprime algébriquement en disant que n éuat 
U9 entier queléonque , s/t représente tout les nombres pain j et 
a/2 ^ I tous les impairs* 
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curieuse. Divisons lo par un nombre donne tel qne 7 ; 
le reste est 3 : celui de — 1 — est donc 3' {Voy. la note n*'. aS)^ 



7 



10» 



on plutdt 9 — 7.= a : de même celui de -; — est a x 3 

io4 7 

on 6; celui de sera 3x 6= 18, ou seulement 

7 , . 

x8 — i4=4t et ainsi de suite. On aura donc en divisant 

par 7 les nombres i 10 10* 10' .• . les restes i 3^64 et S; 

après quoi on retrouvera périodiquement les mêmes restes^ 

ce qui est la conséquence dû même principe d'où on part^ 

et de ce que les restes sont moindres que 7. 

On peut décomposer tout nombre, tel que i3 827 54^^ 

en a+ 40 + 5oo + 7000 +....; les restes 

de ces nombres divisés par 7 seront donc ., 5?7 o 
j , . f . j ; j. * r • 3i 546 23l 

ceux désignes a-dessus , répètes a fois , — — 

4 fois, 5 fois,...* On écrira donc de *±i ;_. ^^ 

droite â gauche les cbifiresi 3a 64 5 i 3a.. a.5 = 10 

sous ceux du nombre proposé , on mul- "•? ^^ ^ 

tipliera ensuite chacun par celui qui est ' — ^ 

au-dessus ; la somme io5 des produits 



sera le reste de la division , ou plutôt ce reste sera le même 
que celui de -ty^ ou o ; en sorte que le nombre proposé 
i3 $27 542 est divisible par 7. 

Cette proposition a lieu pour tout diviseur. Par exemple ^ 
2 et 5 divbent 10, donc les restes de 10 , 100, . • . 
divisés par 2 et 5 sont zéro : ce qui reproduit les 
régies ci-dessus (1*9 3^. ) si on divise 10 par 9 le reste 
est I ; donc-^,-^^, . • . donnent aussi i pour restes: 
il faudroit donc écrire i i i • • . sous les chiffres^ du 
dividende ; d^ou on conclut de nouveau le procédé dé|a 
démontré (4^)* * 

Revenons maintenant au cas 011 on a 7 pour diviseur: 
an lieu de prendre 6 pour reste de la division de 1000 par 7, 
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on peut supposer qu'il est — i (♦) ; ceuK 

. lo^ lo^ ^ i3 5^7.541 

de , sont -^ 3 et — a, on peut — i^ 

77 01 a3i a 3i 
donc dire que les restes 1 3 et 2 se repro- T" 

duisent sans cesse , mais tour-à-tour il b i a 

faut ajouter et soustraire les produits. L'or ''^ *^ 

pération ci-dessus est refaite ci-contre, ^^ ^ 

.en ayant égard à cette circonstance ; la <^ — 

barre indique les produits à soustraire, 

et 3o — :£3 ou o est le reste cherché. 

En divbant lo par 11 le Festc est — i, (*) , ^~ donne 1,..^ . 
de sorte que 1 et — • 1 sont les restes successifs que re- 
produit la division de i 10 100 . . • par 11. On voit 
donc que si on a^ute tous les chiflres de rang impair 
d'un nombre donné , puis tous ceux de rang pair , et 
qu'on retranche cette dernière somme de l'autre , le reste 
sera celui de la division de ce nombre par 11. 

Soit 73a gSi ; comme i -f-9 + 3=i3, 3-|-^-+" 7= la ; 
on a I pour reste de^^^^. de même 4^9180 donne 

+ 1+2=3, 8 + 9+4— ^ï » ^ï* ^^ P^"^ ^*c 
s^i de 3, mais ajoutant a x 11 à 3, on a a5; a5— -ai 

ou 4 est le reste cherché. 63€iâ est multiple de 11 , 
puisqu'on a i5— 4 = 119 ^'^^ ^^^^ pour reste. 

a6. Lorsqu'on divise un nombre impair par 6 (**) ,.le 
reste ne p«ut être que i , 3 ou 5 : mais s'il est 3 , le nombre 
est multiple de 3 ; d'ailleurs le reste 5 équivaut à — i (^) ; 



m- 



(*) On peut prendre le quotient par excès ou par délàttt j ainâ 

a < 

pour -/ , le quotient est 3 ou 4 9 ^^ Bofte que 35 =: 3 X 7 -f- 4 ^^ 
' = 4 X 7 "^ 3 9 1^ i'<^te ^^ donc 4 ou ■*" 3 ; c^est d^ns ee sens qu^il 
^ut entendre lea restes précédés du signe •^. 

{**) On dit algébriquement que tout nombre premier (ezisepté a et 3) 
est de la forme 6a Hh i , mais la réciproque n^est pas vraie ; on nV 
pu réussir encore à trouver une formule propre à n'exprimer ^ue 1m 
nombres premiers et à les renfermer toniL" 
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iîonc tout TKMnbre qui n'est divisible par 2 9 ni par 3 , 

doit différer de i , d'uQ multiple de 6. 

* 37. Pour décomposer un nombre donné , non premier j 

«n ses facteurs premiers, on le diviseara d^abord par^,^^ 

autant <le fois consécutives que cela sera possible ; posons ^ 

qu^l soit divisible 3 fois : alors ce nombre sera le produit 

de 2. X 2, X a ou ^^^ par le quotient qu^on aura obfcnui 

Oa essaiera-' ensuite k division de *ce quotient par 3 ; 

posons qu'elle puisse s'effectuer À fois : ce quotient sera 

le produit de 3* par un nouveau quotient , de sorte 

que le nombce proposé sera à son tour le produit de ce 

dernier par 2^x ^*. Qn continuera ain^ à éprouver tous les 

nombres premiers 5 , 7 , 11 , 43... et le nombre 

idonné sera aii\si décomposé en ses facteurs premiers' ('^). 

Par exemple , pour 36o , on divisera par a ; pub U 

quotient 180 par 2 ^ et enfin 90 par a. 

Comme 45 n'est plus divisible par A, 36o 2 210 2 

pn essaiera 3, puis çn divisera le '"^ ^ '^c f 

• . ^ - I o . 9^* 2 35 5 

quotient x5 de nouveai| par 3, et on AS 3 77 

aura le nombra premier 5 : ici Topé- 
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Tation est terminée., et on a 
36o = 2^.3*.5. On donne ordinaire- 
. paient au calcul . la disposition ci-contre , afin d'en mieux 
distiller les jeteurs. On trouve de mime 210 =2.3.5.7* 
On a souvent besoin de trouver tous les diviseurs d'un 
jfiombre donné : on le décomposera d'abord en ses facteurs 
simples ; puis on les multipliera 2 k 2 ^ 3i 3, . • . En 

(*} Soient « I > ... les dlTÛeiits premiers d^im nombre iV, m n p 
le nombre de ibis que cfaaom est fiicteur , on n iV = *"' • ^"» -^ . • • • 
Pour trouver tons Jet dÎTiseurs de /V , on prendra tous |fes teniMS 
du produit, 
(l -♦-« + *• -h....-»- «") (1 +ie4-5»+....+ l8") (i +>+....+ >/) .• 

Le Dombic do ton» cet diviscnn est (m :t* 1 ) (n H- 1^ (/| + i}- 
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naieur , on aura le quotient exact : ^*ijgi^^ donne 864o 
pour quotient et.d^SG pour reste ; ainsi le quotient exacf 
est 8640 -H îiff . 

Donc i^ si le dénominateur et' le numérateur sont 
égaux , la fraction vaut Punité , ce qui est d^aiUeurs visible I 
d'après la définiUoh ; fi = j|— i. 

a*. Si le numérateur surpasse le dénominateur , la 
fraction est plus grande que Punité ; on Pappelle un 
nombre Jractionnaire , pour la distinguer des autres frac- 
tions qu^on regarde comme ^ i. On extrait les entiers 
en divisant le numérateur par le dénominateur ; Sy cin- 
quièmes :=: -^ , ou 7 et J. Cela résulte aussi de ce que 1» 
fraction contient autant d'unités , qu'on prend de ftis 
5 parties. 

Réciproquement il est facile de convertir les entiers 
en fractions ; pour réduire 7 en cinquièmes , on muV 
tiplie 7 par 5 et on a ^ , d'où 7 -|- J = ^. 
• 3i. Lorsqu'on augmente le numérateur seul, la frac- 
tion croît , puisqu'on prend plus de parties et que leur 
grandeur est restée la même. Par la raison contraire , si 
on augmente le dénominateur , sans changer le numé- 
rateur , la fraction doit diminuer. 11 sera donc bien aisé 
dans certains cas de reconnoître la plus grande des deux 
fractions; 4>f» | > M > ?• 

D'après cela 9 il est aisé de prévoir qu'on peut aug- 
menter les deux termes d'une fraction , sans en changer 
la valeur , et voici comment. Soit ^ ; si on double le 
dénominateur 7 , chacune des parties que désigne notre 
fraction sera elle-même divisée en deux; pour avoir la même, 
grandeur exprimée en i4"'9 il f^^^ donc prendre 2 parties au 
Ueu d'une ; 4 ^^ lî^u d*e a ; enfin 10 au lieu de 5; -j^ = f. 
En triplant 7 , on verroit de même qu'il but tripler 
S;. A Donc on ne change pas la valeur d* une fraction 9 



KOMBRBS FRACTIOÎÏNAIRES. 3f 

lûrsqtTon en multiplie ^ et par conséquent lorsqu*on wndinse 
les deux termes par un même nombre» 

a. Réduction au même Dénominateur. 

32. Il est maintenant aise de reconnottre la plus grande 
àe deux fractions données : il suffira de les réduire au même 
dénominateur en multipliant les deux termes de la pre^ 
mière par le dénominateur de la seconde , et réciproquement ; 
cette opération ne change pas la valeur des fractions , 

et chacune a pour dénominateur le produit des deux 

3 5 , . 3.7 5.4 
dénominateurs ; ainsi -r- c* — équivalent à •—• et — ^-^ 

4 7 4-7 7-4 

ouHcti|îdonc|>f 

Le même raisonnement prouvera que si on a plus de 
deux fractions , en multipliant les deux termes de chacune 
par le produit des autres dénominateurs, on les réduira 
à un dénominateur commun , qui sera le produit de tous 
les dénominateurs. Soient ^^ f et |; on multipliera les 
deux termes de la fraction ^ par 4 X 7 ou 28 ; ceux 
de ^ par 3 x 4 ^u 12 ; enfin ceux de | par 3 x 7 ou 21 : 
on aura |f fï et fj, donc f< | < |. 

On pourroit de, mdme juger des grandeurs relatives 
de plusieurs fractions en les réduisant au même numé- 
rateur, ce qui ne présente aucune difficulté. 

33. Soient deux fractions quelconques tt ^^ ff 9 après la 
réduction au même dénominateur , on jugera qu'elles 
sont égales ou inégales , suivant que les produits en 
croix 7 X 55 et 1 1 X 35 , qui servent de numérateurs , sont 
eux-mêmes égaux ou inégaux* Si donc on a deux produits 
égaux 35 X 1 1 = 7 X 55 , on pourra en composer des 
fractions égales || = ■^. • 

D'après cela , prenons deux fractions égales , telles 
que rr ^^ ii 9 ^^^^ 35 x n == 7 X 55 ; retranchons de 
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et a*.3; on eu tirera 3.5.2^ ou 120 pour le plus pêtil 
nombre divisible par les quantités proposées. 

3. Rédaction à la plus simple expression^ 

35. Il y a une infinité de fractions ^ui ont mCme 
valeur quoiqu^^xprimées en nombres diffërens^ et comme 
il est plus aisé, de se faire une idée juste de la grandeur 
d^une fraction , lorsqu'elle est exprimée en de nmindres 
termes , il convient de la réduire à son expressioa la 
plus simple. Pour cela on pourroit essayer la division 
des deux termes par les nombres 2 , 3 9 £ ... ; par 
exemple , en divisant f^g haut et bas par 5 , on a |f ^ 
puis par S ^ il vient ^ ; enfin par 7 on a f == f^. 

Mais ce procédé n^est qu'un tâtonnement ; d'ailleurs 
si la fraction étoit irréductible on ne le reconnoîtroit 
qu'après des essais longs et fastidieux. 11 est donc pré- 
férable de chercher de suite le plus grand des nombres 
qili puisse diviser les deux termes de la fraction ; car il 
suffira d'exécuter cette double division et on aura la plus 
simple eiqpression demandée^ 

Soient proposées deux quantités , telles que 294 et 91. 

SL91 divise. 294 9 '^ est visible que 91 est le nombre 

chercha : oaes^iera dcugic cette division. Ma^ on trouve le 

re^e.21 et le quoiientS ; de sorte que 294=91 X 3 + 21. 

Or,, il est clair qii|e tout nombre qi^i seroit diviseur exact 

des deui; nomb^e|,9i et2i , devroit aussi diviser le troi— 

ïïihtM A94 ; car en divisant toutte Téquation par 7 r on aura 

2g4 91x3 , 21 , . , 

•^-- = ii— A : or le second membre est entier • 

7 7 7 

d'où il suit que ■■ doit aussi l'être. De même si 7 dî* 

vise 294 et 91 , comme —-» ajouté à l'entier ^-'—^ ^ doit 

7 7 
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\ioViner rentier -2^ • on voit que — doit être entier* 

7 7 

Concluons de là qoe tout diviseur commun à 294 et 91 

"doit diviser ai tt 91 , et réciproquement : de sorte que 

di et 91 ont tons 1^ mêmes diviseurs conmimis que . 

294 et 91 , et n^en ont pas d'autres ; et par conséquent le 

plus grand diviseur commun cherché, est celui de 91 et :2i. 

La question est maintenant plus simple , puisque 
ai est << 294 ^t qu^il ne s^agit plus que de trouver le plus 
grand commun diviseur entre ai et 91. £n raisonnant 
de même on verra qu'il est ai p si 21 divise 91 ; oa 
plutôt qu^il est le m^me que celui qui existe entre 31 
et le reste 7 de la division de 91 par 21. £t ainsi de suite , 
jusqu^à ce qu'on panûenne h un diviseur exact , qui sera 
le nombre cherche. On trouve 
ici j , car ai est divisible par 7; ^94 f 9' S ^' 
ainsi pour réduire la fraction ^ \ ^ l 4 

li sa plus simple expression , on 
divisera les deux termes par 7 , et on aura ^. 

Donc pour trouver Je plus gritnd commun diviseur eàtrt 
deux nombres, divisez le plus grand par Vautre ; rendez en» 
suite le reste diviseur, et le diviseur, dividende; puis continuez 
dé la sorte jusqu'à ce ^ue fous trouviez un diviseur exact \ 
ce* sera le' phis ' grand commun diviseur cherché. 

On écriât ordinairtement chaque reste à la droite du 
dirisenr , afin qu'il occupe sur*-le-champ la place propre 
à la division subséquente. C^est ce qu'on voit dans 
l'exemple précédent et 
dans le suivant, où on 
trouve 47 poor le plus 
grand commun diviseur 
des deux termes de la 
fraction ^/^ , qui se réduit i |J» 
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36. Il résulte de ce que nous avons dit que 

i*^. Pour obtenir tous les diviseurs communs entre deux 
nombres , il suffit de chercher tous les facteur^ (27) de 
leur plus grand commun diviseur. Ainsi celui de i5o 
et 90 étant 3o;ona i, ^iS, 5,6, 10, i5 et 3o 
pour facteurs de 3o et pour seuls diviseurs de i5o et 90. 

,2'>. Nous avons dit que notre calcul doit conduire 
enfin à un quotient exact ; on voit , qu'en etîtl , les 
restes diminuant sans cesse , on devra arriver, au moins ^ 
a Tunité qui est diviseur de tous les nombres. Ainsi 
21 et 5o ont Tunité pour plus grand commun diviseur; 
et deux termes de la fraction f-j étant premiers entre 
eux , cette fraction est irréductible. Il est fâcheux de ne 
pouvoir reconnoître ce cas , qu'après avoir fait tous les 
frais de calcul pour s'en assurer (49)- 

3^. Le plus grand commun diviseuic ^^ àeux nombres 
devant diviser chacun des restes , si dans le cours de 
l'opération on obtient pour reste un nombre premier 
qui ne divise pas exactement le précédent reste , il est 
inutile de pousser plus loin le calcul qui ne doit se 
terminer qu'à l'unité. 

4**- Puisqrie dans l'exemple précédent 47 divise non- 
seulement 2961 et 799, mais encore 564, a35 et 94^ 
cherchons combien de fois 4? est contenu dans chacun 
de ces nombres. Il l'est visiblement i fois dans 47 et a fois 
dans 94 : on posera 2 et i sous 94 et 47. On a 
235= 2x94 + 47, d'où 2^=2X2-4-1 = 5, qu'on posera 
sous 235. De même pour avoir le quotient de 564 pr 4?» 
on taiultipliera le 5 qu'on vient d'obtenir, par le quotient 2 
qui fist au-<iessus, et on ajoutera le 2 qui est à la droite 
du 5; 2x 5 + 2= 12, qu'on posera sous 564- On 
aura enfin 12 x |i + 5Î= 17 , 17 x 3 + j2 = 63, Aiqsi 
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Jes nombres €3, 17 , 12 . . . sont les quo tiens de ag6i.^ 
^23 • • • <Uvisës par 47- 

On peut voir que ce procédé sert* également à trouver- 
la valeur ^ de la plus simple expression de ^^ , et 
que même il est plus court d^opérer de la sorte dans 
cet exemple , que de diviser les deux termes par 47* Nous 
mettrons ici deux calculs semblables : pour —^ et -ff^ 
qu^on réduit à | et ^. 
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On pourra encore s^exercer k reconnoîfre que la frac- 
tion -î|l| est irréductible ; que A"^ = ^^ Jl^ = À et 

*4^ — 4 

3Sa64 — !• 

5^. Pour obtenir Te plus grand commun diviseur entre - 
les trois nombres 1 5o , 90 et 4^ 9 on cherchera d^abord.' 
celui de i5o et 90 qui est 3o ; puis celui de 3o et de 40 f 
qui est 10 ; 10 est le nombre cherché. iSo, 90 et 40 
n'ont donc d'autres diviseurs que i , 2 , 5 et 10. Le même 
procédé donnera tous les diviseurs communs A tant de* 
sombres qu'on voudra. 

4* Addition et Soustraction. 

87. Rien n'est plus aisé que d'ajouter ou soustraire- 
des fractions qui ont même dénominateur , on ajoute 
•a soustrait simplement les numérateurs. Ainsi . • • 
X-i»'-*- — JLon^* -Z-— -3 -i-onl^- 1-4- -2— 4 !-— -4-=:-Z-. 



Si les fractions n^ont pas le même dénominateur, on 
commencera par les ramener à cet état (32) ; ainsi .... 

udHità jj+|f+|^ = a + îi> Enfiapour .. 
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i+S-l-f +1^+1^+1 r-l-i—h,on iun (34) 
6o-f^o-|-7a+84+56+ioo — 4^— 3o — 5o i^j 39 

. ' " = ^=i+— • 

120. lao ^o 

Lorsque les liraclioDs proposées sont accompagnées d*eii^ 
^erSf on opère séparément sur ceux-ci. Pour ajouter 
3 + ï avec 54*1, on ajoute | avec |, et on a |; on 
pose ^9 et on. retient .1 , qu^on joint à3eià5:onag-f-^. 
J)e même 3+ J — ( i + J ). se trouve en dcant i de J 
puis I de 3; on trouve pour reste 2+^- Soit aussi . . . *. 
3 + î— -(i+i)i comme ^ — | ne se peut ^ on 
ajoute I k ; ou f , et on a | — | = 2- : mais ensuite il 
£iut aussi ajouter i au nombre à soustraire ; on dit donc 
3— - a= I ; I f est la difierence demandée. 

5* Multiplication et Dinsioit, 

38. Pour multiplier \ par 5 , il faut ajouter 5 fois | ; 
•n multipliera donc le numérateur 5 par 3 , et on auia -f^. 
Ainsi, pour multiplier une fraction par un nombre entier, 
«n multipliera le numérateur par ce nombre. Ou peut aussi, 
diviser le dénominateur par l'entier, lorsque le premier 

est un multiple du second ; car ^ x a = "7* i on peut 

supprimer le facteur commun 2 ce qui donne f , comme 

si on eût divisé 4 P^^ ^' ^^ ^ ^^ même 

U X 36 = -Jp X a = 22 ; il X 12 = -'i^. 

3g. Pour diviser | par 5, il faut chercher une firac- 
lion dont le dénominateur divisé par 5, donne \ ; ainsi 

«n introduisant le facteur 5 au dénominateur , le qub--. 

3 
tient cherché sera - — '-= ou ^. Pour diviser une fraction par un, 

4x i> 
cambre entier, on multipliera le dénominateur par ce nombre* 

On peut aussi diviser le numérateur par l'entier, lorsqu'il 

1 5 
<iOk es( uu muliiçle ; car |f : 5 = ^ d'après notre règle; 
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•t 6unt te facteur 5 commun aux deux termes oq a •^. 

4o. Le produit de f par -f;f ou 3 est , d^apris 

«e ^'on a vu ; mais si on' multiplie par 4 1®* 

deux termes de ce résultat, on a -- — r- pour produit |^ 

c*est-à-dire , qu^on a multiplié entre eux les numérateurs 
des facteurs f et -^^ et de même 'pour 'les dénomina-* 
teun. 

La définition (3) de la multiplication jne peut visible-^ 
ment s'appliquer aux fractions ; ce ser6i( , par exemple ^ 
dire une chose entièrement vide de sens , si on avançoit 
que multiplier | par ^ , ce soit ajouter | autant de fois. 
^ Vvnîti est contenue dans f . Il résulte de là qu'on doit 
donner au mot multiplier, lorsqu'il s'agit des fractions ^ 
une nouvelle acception. Nous conviendrons à Tavenir de 
l'entendre de cette manière : multiplier J par f , c'est 
prendre les ^ de la grandeur disignée par f . 

Pour exécuter ce calcul, il faudra donc former 4 parti 
égales dans la quantité f , puis en prendre 3*; ou diviser 
^ par 4 ^^ multiplier ensuite par.d : or nous avons vu 

que *: 4= 7 j «t que — ^ X 3 = r ; c'est le 

^ ' 7x4 7x4 7>c/k 

produit demandé ou Infraction dêfrxiction cherchée : les 
I des \àtVunMé = )!^ = lx^. 

Il est facile de voir que notre nouvelle définition du mot 
multiplier y non-seulement n'implique pas contradiction 
avec l'ancienne , mais même qu'elle nVst qu'une exten- 
sion qu'on donne i celle-ci : car en comparant les pro- 
duits f X -fr^^^xJfOn reconnoît bientôt que le procédé 
de calcul est le même. Ainsi pour ^x^j il faudra 
multiplier -s^ par 3, puis par |, ce qui donne 

46x12 i6x3 iGxi5 . -^ 

. + 7 ou , ; on YOit ddnc que nous avonA. 

7>^4 7>^4 7>^4 - ^ 



^eulf in«nt introduit a|ie. modification qui coi)dl]4 à. 49^> 
procédés uniformes et applicables à tous les cas., 

i^oncluons de là que i". pour multiplier deux fractions j^ 
il faut diviser le produit des numérateurs par celui des dé^ 
itominaieurs, 

a", le produit est plus petit que chaque façte«r, Iprs- 
quMl sont mpipdres que Tunité.. 

3**. On peut intervertir Tordra des facteurs comme gpuf. 
Les entier^ ( > i ) « ^^^ f de> | équiyalQnt^ aux.. J de ^. 

4^ Pour avoir les | liçs \ des | des | de l'unité , il fau^< 

évaluer, le produit | X j X ^ X ^=: ' ' ' qui se. rcr 

•1*1, •• •. • ' 

f}uit à ^. 

4i- LorsquMl y a des etitiers joints aux fractions, on les. 
<^onvertit en nombres fractionnaires (3o , a**) : ainsi ,. - • 
3 I X 7 ^ = ^if X ^ = W = a3 fh- 
45 3 X 175 =:i|a X A? = âMâ = 8o8i. ^ 

Mais il est. souvent plus court d'exécuter, séparément 
id multiplication de chaque partie et 
<}'ajouter. Pour 3 j x 8-, on multiplie 
4'abord 3 par 8, -et on a 24 ; puis j 
par 8 et on^ 2, d'où 3^x 8-a4-f arra6. 
De mi^nip, pour l'exemple ci-conire^, 
ah , après avoir fait le produit des en- 
vers 45 X 17 et des fractions | X f , 'c7xj'j la. . ^^ 
on multiplie en outre chaque entier par QOP-.»x 

b fraction qui accompagne l'autre facteur. 

4^- l*oiir diviser '\ par f , il faut trouver une fraction, 
qui, muhîpliée par ^, donne | ,. c'est-à-dire, dont le. 
ijîjjncratrnr divisé par 7 , et le dénominateur divisé par 5, 
doniip |. H est visible qu'il suffit, d'introduire dans J les 

&cfpurs 7 et Sn, l*un en haut, l'ai^tre en bas; ainsi —2 

^^: fo Pst le quô tientj. ' •* 
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^nc pour diyiser par une fraction on la renverse et oi| 

l.e quorient es^d^ailleuirs plus grand que le dividende quand 
le diviseur est moindre que Tunité. 

U ne f;^ul pas négliger de supprimer les factçuts com-r 
muns quand on ep trouve, |: ^=2:4= ^ ; fj:^=f :it=i:4, 

JLors<|u'il y 9 des entiers joints aux fractions ^ on les 
réduit en nombres fractionnaires ; ainsi aj:4|~|*^=37- 
On peut aussi chasser le dénominateur du diviseur, en 
iQultipliant les deux quantités doupées par ce dénomina- 
teur, aij : 3| ^ en multipliant par 6, revient à i4 : ai ou ^\s 

Ç. Des fractions décimales. 

43/ L'embarras qu'entraînent dans les calculs les deib^ 
termes des fractions, a inspiré Vidée de fixer d'avancç 
le dénon^inateur et de le spusentendre , ce qui donne 
lieu à deux sortes de dispositions , les fractions décimales 
çt les nombres complexes. Mais Tune et l'autre sont as- 
sujéties aux règles donivées précédemment , qui seulement 
deviennent plus simples. Occupons-nous d'abord des frac- 
^OQS décimales. 

On a vu (6) qu'un chiffre vaut dix fois moins que s'il 
#ccupoit la place à sa gauche; si donc on continue à la 
droite des unités la même convention , en marquant le 
rangr de celles-ci par une virgule, on verra que le premier 
^fTre , après les unités , sera des dixièmes ; 3, 3 signifie 
3 entiers ^ : le second sera des centièmes; 4^90^ = 4^ 
-J^ : le troisième sera des millièmes o,4o3 = yi^ : etc. 

La partie qui suit la virgule est' donc le numérateur, 
et il est inutile d'écrire le dénominateur qui est toujours i 
auivi d'autant de zéros qu'il y a de décimales ou de chiffres 
4prè$ la virgule. U est 4oA<^ ^^^^ facile d'énoncer une 
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fraction décimale : 8^700 201=^84-700 201 mfllioRniiines^ 
3S4iOo63=r: 354+63 dix-millièmes; 

Réciproquement , pour écrire une fraction décimale dont 
•n a l'énoncé, on écrira lenrnnérateur donné, ptiis on placer» 
lat rirgale de sorte qu'il y ait autant de chiflres décimant , 
i^'il y a de zéros dans le dénominateur qu'on sousentenJ. 
Trois dix-millièmes s'écrit o,ooo3 ; mille entiers f t 4 cen-^ 
tîemes=iooo,o4; z 3 mille cent millionnicmes ..,..• 
r=:OfOOOi3ooo ; 

44- On remarquera que x*. en déplaçant la ^gnle, 
suivant qu'on la recule vers la droite ou la gauche, on 
multiplie ou divise le nombre ^ par 10 pour un rang ; 
par 100 pour a ; par lûoo pour 3 ; etc.... parce que chaque 
c^flre désigne un nombre qui lui-même est rault^lié on 

divisé par 10., 100, 1000, ainsi, 342,S3 est 10 foi» 

34)^53; 100 fois 3,4^53; 1000 fois o,34253; etc 

a*. On peut sans changer la valeur d* Une fraction âi^ 
eimaîe , mettre un ou plusieurs zér&s & sa droite , ou les 

«0 iter; o,3=:o,3o=:o,3oo = car on multiplie alors 

les deux termes de la fraction par 10, 100, xooo; .... en 
effet, au lieu de ^0, on écrit -^ + -|^ + 7^-|-.... 

3*. Deux fractions décimales, qui ont le même noml^re 
de chiffres , ont même dénominateur : en sorte que , lors- 
qu'il est différent , il devieVit le même en complétant par 
des zéros le nombre de décimales. 

4^ La grandeur d'une fraction décitoAle ne dépend pa» 
du nombre de chiffres qui l'expriment , mais de la valeur 
du chiffre qui suit la virgule. Ainsi, 0,7 >• o, 54321 ; 
0,001 > 0,000-78; «,687 > 0,679. 

Voyons maintenant ce que deviennient nos règles gé- 
nérales ( 87 à 4^ ). 

45. Pour ajouter plusieurs quantités décimales, on écrit 
les nombres l'un sous l'autre en plaçant les yirgttles dan» 
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une même colonne verticale ; on ajoute à rordinaire et 

on place dans la somme la virgule au 

même rang. L'exemple ci-contre suffit 4002,791 

r • • •. 1 1 •. 4^00745 

pour faire concevoir celte règle ;. on voit 27 

que par là les fractions sont réduites au 0,049 

m^me dénominateur, puisqu'on est su p- 4^69,5474^ 
posé avoir complété par des zéros les ^-"— — — 
nombres de décimales. 

La soustraction exige la même disposition ; on soustrait 
i l'ordinaire y en voici quelques exemples. 

57,02 498274 6,00435 3,842 

4o,i 2^0139 0,17 1,004554 

8,92 2,81 35 5,83435 2,837446 



46. Pour multiplier deux quantités décimales , telles que 
43,7 et 3,91 ; comme elles équivalent à ^ et ^ , on 
cherchera 437 x 391 ; mais ce produit des numérateurs 
doit être divisé par celui des dénominateurs 1000 ; on 
<iN>fV donc que pour obtenir le produit de deux nombres dé- 
eimaux : on multipliera les deux quantités proposées, sans 
4KWr égard à la ifirgule ; on séparera ensuite par une vir-- 
gule autant de chijffres décimaux qu'il y en a dans les deux 
Jtacteurs, Le produit est ici 170,867. En voici divers autres 
>exemples (*). 

2,45421 3,7 21,32 O,o4 

o,oo53' 4^1 2 0,1001 o3 0,007 

7 3626 74 63 96 0,00028 

122 710 37 ai32 ~ 

0,01300726" '48 a i32 

1 5,244 2,1 34 195 96 

47- Pour la division des décimales , on en complète \t 
nombre par des zéros, et on supprime la virgule (21, 6*^) : 

(*) Oa pourroit cxécmer h multiplkitîon en ooiiinieB<^«iit pat 
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par là , le dividende et le diviseur sont multiplies par um 
Tnâme nombre^ ce qui ne change- pas le quotient. Soit 



It diiifre de Tordre I« plus eity/é dans lîe moi- 
tipIicMir , dor. cJ»am de. pKKlml» ptriiel. ^^ ^^* 
devroit être avancé d'un nm^ vers la droius ^ ^ gu/ ' 
Ce procédé ne diffère de celui qu'on a donné (i5) 3^3 81 1 a 
qu*ea ce que la première ligne est écrite la. '^ "0^ ^" ^ 

dernière , la seconde Pavant - dernière g^/ .Aq^ 

Par là on a Tavantage de connoître d'abord les 3'jo3 381 6a5(L 
chifltrcs qui ont la phis grande valeur, et qui — — •^— • 
•ufiîsent quelquefois. 

Soit demandé le produit 93,45a8 X ^^4^77 ^^^ ^ déclinales. Oik 
remarquera que le multiplicateur ayant 5 chififres , 
les unités répondront à la 5". colonne du produit, ^Sl^SaS 
ainsi la virgule sera placée entre le 4*« «t le 5« cbiflre , ^'4^77 



comme eu Fa marqué ci-contre par un trait ^ une '^^ 
fois la place de la virgule déterminée ^ on multipliera ^ 



3584 
38IISI 
86ç)o5 
Cj)X\5iS par 3 et 4 î ^^ unités a de ce dernier pro- 654 16. 

duit seront dans le 5«. rang de décimales. ^'^4' 

En commençant la multiplication par a , on ne 3ao,3^8i4 
posera pas îe 6 provenu de a X 8 =: 16, et on re- 
tiendra ,1. , qu'on joindra au produit a X a =4 f ^^ posée» donc S* 
#ous le a ; puis a X 5 =: 10 , etc 

I^ multipUcatioo par 7 ne commencera qu'au cbilTre a de» diiaineS}, 
9X77= 14 ; on retiendra i sans poser 4i pvùs on dira 7X5=^35^ 
35 *! I := 36 , on posera 6 sous le 5 ;. puis 4 X 7 = 38 , etc. 

£t iiinsi de suite eu supprimant à cliaque opération un chif&v- 
au multiplicande. On marquera par un point le chiffre supprimé. 

Lorsque les facteurs ne sont qu'approchés , cette règle es^ sur-tou^ 
Utile , car le procédé général auroit Tiuconvément d'alonger Popé-^ 
ration en donnant au produit un grand nombre de chiffres dont 
les derniers dcvroient être négligés , attendu qu'on n'y doit conserver 
que des parties décimales de même ordre que les fiictcurs, 

la dernière décimale qu'on obtient par celte voie est iàutive, 
parce qu'elle est influencée par a retenue de la colonne suivante , 
cVst pourquoi il faut chei eu. ' une décimale d« pluS) et négliger 
ensuite la dernsèrc 
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"^^*^ ■ , on ^cril r^— - et on divise 844^ par S^ao ; It 
3,22^ 3,220 

, - . . 8,44^ 4oi 

quotient est 2 et le reste 2oo5 1 ainsi -;- = ^ —-- ; 

^ 5,22 644 

de „,ôme Jili- = ^:l£i = ^ = :» Mt (*). 

20,074 20,074 20074 20074 

Cèue règle se simplifie, lorsque le diviseur n'a pai 
de chiffres décimaux; on divise à part les entiers et lef 

fractions ; ainsi -—: — c= 2,811 5. S'il y a plus ne chiffre* 

o 

décimaux dans le dividende que dan» le diviseur , on fait 
dUparoître ceux de ce dernier nombre, en reculant la 
virgule d'autant de rangs ver^ la droite dansfun et l'autre^ 
ce qui ramène ce cas au précédent « . « « 

8,445 «44.4 . aoo,5 

3,22 322 322 

7. Des Approximatîoru f àes Piriodes, 

48. Observons que l'erreur qu'on commet en négligeant 
le dernier chiffre d'une fraction décimale , est d'autant 
moindre qu'elle a plus de chiffres : ainsi lorsqu'on substi- 
tue 0,4 ^ 094^9 il y a -^ d'erreur; tandis que o,,o4 pria . 
pour 0,043 ne dqnne.que 7^ de moins. Il arrive souvent > 
qu'on- se contente de 2 ou 3 décimales, et qu'joia néglige 
les autres, parce qu'il n'en résulte que des erreurs de 
peu d'importance, : on a rarement besoin de, plus de Q- \ 
décimales dans les calculs ordinaires.. 



(*) I a dWiiion ut)uTe me abréviation analofpie. Pour 4^-!-7f^ s 

aprèa avoir troni'^ !«• deux premiera chiffinn '.,,,** 

du quoticot , on supprimera les unités 7 du 33o3ia8i i 34^77 

diviseur,' on obtiendra ainsi le 3«. chiffre *'Ç?^' \ 9345aâ 

du quotient et le resie 1819 ; on supprimera g 

de taême les diiaines 7 du diviseur , et ainsi ^ - ' xo% 

de muite. II est facile d'appliquer ce procédé ^4 

k la aoBTersion des fractioDS cft décimak». • < ' 
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par là , le dividende et le diviseur sont multiplies par um 
même nombre^ ce qui ne change- pas le quotient. Soit 



!• diiiline de Tordre le plus élevé dam fe mnl- 
tiplicateur , alors cfaacim des produits* p«riiels ^7 ^^ 
devrott être «Yanoé d'un rang vers la droiieb — ^ ^ >^^ » 
Ce procédé ne diffêre de celui qu'on a donné (i5) 3^3 8i i a 
qu^en ce que la première ligne est écrite la. '^ ^^ ^^ 

dernière , la seconde TaTant - dernière • ^/ i6n6' 

Par là on a ravaniage de connoltre d'abord les SjoS q8i ôi^Q: 
chiilres qui ont h. phis grande valeur, et qui - 

suffisent quelquefois. 

Soit demandé le produit 93,45a8 K 3>4^77 ^^^ ^ diédmales. Oi 
remarquera que le multiplicateur ajant 5 chiffres , 
les unités répondront à la 5«. colonne du produit , ()3 fS^S 
ainsi la virgule sera placée entre le 4*» «t le 5« chiffre , ^ 4^77 



comme eu l'a marqué ci-oontre par Un trait ; une '^^ 
fois la place de la ▼ÎTgule déterminée , on multipliera ^ 



3.';84 

38ii!k 
86905 
c)345q8 par 3 et 4 ) les unitéa a de ce dernier pro<> 65^1 6. 

duit seront dans le 5*. rang de décimales. ^^41 

En commençant la multiplication par a , on ne 3ao,3a8i4 
posera pat le 6 provenu de 3 X 8 = 16, et on re- 
tiendra ,1 , qu'on joindra au produit 3 X 3 =4 f on poseo dotic S- 
«ous le a ; puis a X 5 =: 10 , etc 

Ia multiplication par 7 ne commencera qu'au ctùfTre a des dizaines ), 
a y 7 *=: 1 4 f on retiendra i sans poser 4 7 P^ ^^ ^"^ 7 X 5 ^ 3.5 j 
35 ^ I zr 36 , on posera 6 sous le 5 ;, puis 4 X 7 t= a8 , etc 

Et ;>insi de suite eu supprimant à chaque opération un chiffiv 
au multiplicande. On marquera par un point le chiffre supprimé. 

I .orsque les facteurs ne sont qu'approchés , cette règle est sur^tont 
Utile , car le piXKédc général auroit Tinconvénient d'alonger Fopé- 
ration en donnant an prodoit un grand nombre de chiRres dont 
les derniers devroient être négligés , attendu qu on n'y doit conserver 
que des parties décimales de même ordi'e que les fiicfeurs. 

la dernière décimale qu'on .ibtient par cette voie est fautire , 
parce qu'elle est influencée par a retenue de la colonne suivante , 
cVst pourquoi il faut cLercu.^ une dL^cInialt d« plus, tt néglîjger 
ensuilt la dernière» 
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-^ — , on écrit J^ et on divise 8445 par S^ao ; It 

0,32 6^220 

, - . . 8,44*^ 4oi 

quotient est 2 et le reste ioo5 ; ainsi -^r = 2 - — j 

U)22 ^44 

Je ^ôme Jâlî- = ^[lL2Î = iSiSS = a Mi (*). 

20,074 20,074 20074 20074 

Cèue règle se simplifie , lorsque le diviseur n^a pai 
de chiffres décimaux; on divise à part les entiers et lef 

fractions ; ainsi -^^ — = 2,3i i5. S^il y a plus ^e chiffre* 

décimaux dans le dividende que dans le diviseur , on fait 
disparoître ceux de ce dernier nombre , en reculant la 
virgule d^autant de rangs vers* la droite dans fan et Fautre^ 
ce qui ramène ce cas au précédent. « « 

8,445 «44.4 . aoo,5 

3,22 322 322 

7. Des Approximatio^f f àts Périodes, 

48. Observons que Terreur qu^on commet en négligeant 
le dernier chiffre d'une fraction décimale , est d'autant 
moindre qu'elle a plus de chiffres : ainsi lorsqu'on subsii- 
fue 0)4 ^ 0,43* il y a j|ç d'erreur; tandis que o,,o4 pri» » 
pour 0,043 ne dqnne.que 7^ de moiqs. 11 arrive souved^ > 
qu'on se contente de 2 pu 3 décimales y et qu'oA néglige 
les autres, parce qu^il n'en résulte que des erreurs de 
peu d'importance : on a rarement besoin .de, plus de Ç. t 
décimales dans les calculs ordinaires.. 



(«) X- a dÎTÂion trouTe me abréviation analofçue. Pour Hvirf^ 9 
aprè* «voir van^é le» deiix premiers chiffinn 



« • a • 



dn quotient , on •upprimera les unités 7 du Sao^^aSl i 34^77 

ainsi le 3«. chiffre m835i \ 9^45^3^- ^' 
éa quotient et le reste 1813 ; on supprimera g 



diviseur ^ on obtiendra 



de tm^tKUB les diiainei 7 du diviseur , et ainsi ^ * ' .103 

de suite- Il est iâcUc d^appliquer ce procédé 3^ * • 

â la ooa^ersioa des fractions cft dicimaU». ' ^ ' 



5i . E'afis tout au ire cas , unie fraction vit J)èril etrt 
exprimée en décimales qac par appruximation. Mais comrue 
lés restes deîs divisions successives ^ont hécessairemont * 
moindres que le dénominateur, oii tte taï'de pas à Re- 
trouver Pun d^enx ^ ce qui doVine lé même qubtîeht ^ 
puis lé même reste qu't)n a obtenu alors; et aitisî de suite ! 
de sorte qu^on retrouvé périodt^utment les iteêmes chiiTres 
dans le même ordrev 

C'est ainsi que | = 6,666 . . • -i-rrro^ây àj 27 . ; ; 
Jf^ = 0,34a 34ii . . • . f = 0,571428 571428 ... : 
J = o,8333 . . . -j^ = 0,58333. . . . Dans ces divers 
exemptes la période a tantdt i , 2 , 3 ou 6 chifTres , 
et tantôt ne commence qu'au a* oU 3^, rang après là 
virgule. 

En général jpuisq^é lès restés sont moindre^ <que lé 
diviseur, et que la période s'établit dès qu'on retrouvé 
l'un des restes précédens , elle isst cofnposée de moins 
de chiffres çûe le dénominateur ne reûferme d'unifési 
Consultez h ce sujet les Rech. arith de Gauss^ n*. 3i2^ 
t)ù on trouvera plusieurs théorèmes nouveaux sur cette 
tnaticre. 

52. Il est facile de remonter d'une fraction décimale 
à sa génératrice i ainsi 0,75, écrit sous la forme YoS y ^^ 
réduit h J. Mais lorsque la fraction décimale n'est qu'ap-^ 
prochée , le problème a une infinité de solutions. C'est 
ainsi que 0,75 . . . 0,756 . . . 0,753 . . . 0,7512 . . . etc* 
rc'pondpnt à des fractions à deux tehnes qui , réduitcé 
fcn décimales , ont 7 5 pour pi'emîéfs cbiAres. 

Lorsque la fraction décimale est périodique il fatit 
distîngiier deux cas. 

1*. Si la période commence dès la virgule , comme 
pÂUr 0,6666 ... 0,27 27 27 ... : on remarquera que les * 
fractions jf ^ ^^ . • • réduites en décimales donnent 
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•^iiii . : . o,oioioi . • . 0,00x001 . . . ofi pettidoncy 
par exemple , regarder 0,666 . . . comma ' le produit 
du premier résultat par 6 ; d^où 0,666. . .=6 x ^2= | ou |. 
De même 0,4727 . . . = 37 x 0,0101. . . =||ou -^^ 
Donc il faut diviser la période par le nombre ^* exprime g 
icrii successivement autant de fois que cette période a da 
chiffres. 

Ou trouvera qtte o,34a 34^ • • • = ff? == iVr » • ? • 
0,571428 57i428...==Î7ifJf=f jo,o36 o36..=:'5^on-f-. 

2*. Si la période ne commence pas dès la virgule, comme 
pour 0,58333 . . . , on peut regarder cette fraction comme 
= 0,3333 . . . + 0,25 , ou j + i =: -pg. De même 

0,2l333 . . . = 0,333 . , . — ' 0,12 ou 5 — ft^ = "ffi 

Lorsqu'on a une fraction à deux termes à réduire en 
décimales , il est facile de prévoir si la période doit 
commencer dès la virgule ; car la fraction décimale 
est alors la somme ou la difTérenée de deux autres , dont 
Tune a pour dénominateur le nombre 999 ... et l'autre 
le produit de puissances de 2 et de 5. D'où on peut 
Conclure que pour qu'une fraction h deux termes donné 
fîeu au cas que nous examinons , il faut que son déno* 
minateur admette entre autres facteurs une puissance 
de 2 ou de 5 : la plus grande de ces puissances marque 
le nombre des cbiffres qui précèdent la période. 

8. De quelques autres fractions. 

53. Dans les sciences , les arts , le commerce , on 
emploie diverses sortes d^unités : il est nécessaire de les 
connoitre et d'y savoir appliquer le calcul. 

I*. L'unité de longueur se nomme Mi Ire , c'est It 
dix-millionnième partie de l'arc du méridien de Paris 
qui s'étend du pôle à l'équateur. 
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Sk\ Un eaarré dont le cAté a lo mitres | et qu^om 
nomme Are y est Tunité de surface. 

3**. Le poids d'un cube d'eau qui a pour côté le cen- 
tième du mètre est l'unité de poids ; c'est le Gramme ('^). 

4". Le cube qui a pour cAté la dixième partie da 
mètre est l'unité de volume ; c'est le Litre, On &nploie 
aussi le mètre-cube ou Stère,, 

5*« Le Franc est l'unité de monnuie ; c'est nqe pièce 
d'argent dont le poids est de 5 grammes , et qui a un 
dixième d'alliage, 

Hab ces mesures sont dans certains cas trop petites 
ou trop grandes 9 parce que leur usage conduiroit à des 
nombres trop grands ou trop petits ; c'est pourquoi on 
les conçoit sous-divisées en d'autres unités. Ainsi on 
partage chacune en dix parties , et on nomme Décimètre ^ 
Jiiciarej Décigramme^ Décilitre^ Décime^ la dixième 
partie du mètre | de l'are | du gramme | du litre et du 
franc. ^ 

Chaque dixième se partage lui-mCme en dix par-> 

ties, etc. ; de là les mots Centimètre^ Centime 

Millimètre , etc. , qui n'ont be»oin , pour être compris , 
d'aucune explication. 

De mtme ^ de dix mètres on a fait une unité qu^on 
nomme Décamètre: le Décalitre vaut dix litres, etc. Cent 
mètres forment V Hectomètre ; cent litres , Y Hectolitre ; 

(*) Ce n*eit point id le liea d^expUquer lot méthode» qui ont 
&it eonnolue U longueur du mètre , ni de quelles précsutioni on 
doit enTÎTOaner rapperal qui lert k trouver le gramme. f^o^« le 
Pftjrsitfue de Haûy ^ n*. 5q. No» nous oonteuterooe de dii« 
gn^on doit le aerrir d^ean pure à une température et une preMîon 
atmoiyhérique déterminéca. On prend donc Peau diatillée à ion 
aiHatmum de denaîté , qui est 4 àegtéê centigrades au-dessus de la g^ee 
tedMÉte, le baromètre marquant 76 oentimètrea» 



fentl gramîDfi , Vfifçl^§VQmme . . . qui ê«l W potUs dç 
4 pièces f]« Si fff^infs ; ipilU m^lreq fani U Kihmètwt^ 
mille gvamm«$, kt ICilo^Kamme^ . • • Dix mille mètrcf 
Valent ua Ik^n^m/ku^ ; dU m^\^ gvamiaes « un ^n^H 
^rammfi. . • • qn vqU par. là qtie 4o^i 3â<a laitf ea vali»! 

4 ki)oiliilrts , S dëoKliètr«ft , 4 mèir«4 f 3^ déemelros » 

5 c«n^i^ètres , ^ •paiUiqiMrts i m^ on préftfe Tdoon^ 
isi^Vi^ 4pM mtt^M ^ ^ f ûtt 4o& décamètre* et 

L'Ar^ e^ ié Iitc(n^Ht» f«rd » x;^ cent nsitras carnés ; 
U lifn est h Ji4fiM^frA €i4€ ; h iSsèrt fU h màtm oifat 

-^ mqxwimn de dtnsifé, 

1*61 «Si ^ ^ys|2me 4^ (yo^d^ m nifa^rea ; U nome*» 
clature est re^fennë* dant cinq maU -/f/^» Grpmmê^ 
Li$p$^^tiirf^ Fr$nc; et hwss miikiptes désignéa par lea 
|dditi£| 4i^a, f 4U ( hffito , ceot ; luib » ttilie ; myràa ^ 
dix mille ; puis les sotts-^multiples quW indique par ^dWg 
idû(^, Ç9^Ùf cf«M 9>»*M<> ipiUe. 

Il s^en faut de beautoof ipi'^n ail besoin de tootii 
les «MvMs ^ KëtultMil éa ces aveniklagca ; mais Tafta-» 
logie a 4^tf imipé leur créatici^ L'idée ample et grande 
qui a dénoté oaisaaqce à ce système, repose sot la né** 
ç^té de prendre dans k nature q|i teime fixe et à en 
Réduire totales les mesares : par là, si quelque jou» 
tUfs étoîent perdues , il saroit facfla de ks retrouver. 
. L'esprit philosophique qui a présidé i cette belle conft 
ceptiao est digne de notre aiècie \ les hommes les plue 
télèbres y ont contribué ; on y recoi^^oll (e génie des 
Laplace , Lagrange , Monge , Delambre ^ Legendre |^ 
Mëchain , Lefebvre-Gineau, etc.... L'ignorance et la mau-* 
v^Ise foi peuvent seules refuser d'admatUe cette admi-* 
raUe invention. 
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Nous €n ferons mienx comprendre les avantages, en 
présentant le tableau des anciennes mesures ; on pourra 
juger de la complication des calculs qu^ elles entraînent ^ 
apprécier Tarbitraire «jui a réglé leur création, et les 
comparer aux premières. I! est d'ailleurs bon de connohre 
ces sortes de calcuk , puisque leS étrangers n^ont pas 
encore secoué le joug de leurs ancitns systèmes. 

54. L'unité de longueur se nomme Toise , elle se divise 
en 6 Pieds ; cbacun d'eux à xa Pouces de xa Lignes. . . . 

L'unité de poids est la Livre fb , elle a 16 Onces § ; 
chacune est partagée en 8 Gros ou Drachmes 3? et chaque 
gros en 72 Grains gr. ; le Scrupule 3 vaut 24 grains ou 
le tiers d'un gros. On divise aussi la livre en a Marcs 
de 8 onces chaque , etc. ... Le signe fi désigne nnc 
demie ; ainsi 3 ^ ^^^^ ^^ tin demi-gros. 
. La Livré monnoie ou Tournois est une valeur absolu- 
ment arbitraire qu'on a divisée en ao Sols de la Deniers 
chaque. ^ 

Le Jour se partage en a4 Heures ; l'heure en 60 ilfi- 
mUes ' ; la minute en 60 Secondes ^. 

Du reste ces unités, leurs sous-divi^ns changent 
avec les divers pays ; k Lyon , la livre a x4 onces ; là 
on mesure les étoffes avec une longueur nommée Aune 
(elle a 43 pouces |) ici avec ^ une Verge ^ etc. ... A 
faris| le Boisseau a 16 Litrons; ailleurs, il n'en que xa: 
la Pinte varie aussi de grandeur avec les lieux. Ces irré* 
gularités tiennent à l'esprit qui a dirigé les créateurs de 
ces mesures. Il est inutile de nous arrêter à ces objets. 

On récapitule ainsi les sous-divisions ci-dessus exposées. 

Toiac. Pkdi Poucet. I icnei. Tonr. Henrcs. Minutes. Secondes. 

I =: 6 = 7a =±= 864 x ^=: a4 = 144^ = 364oo 
t ss la = i44 t = 60 r=: 36oo 

I =: xa t =: 60 
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la iHftMi» Onoét* Grof» Sctupnut. Gnîns* Léifn» Sou* iiciiMrt» 
1 == a = x6 = 128 = 304 = 9216 I = 20 = a4<»^ 
I = 8 = 64 = 192^4608 I = la 

1 = 8= 24= 576 
1=3 3= 72 
I =3 24 

fis. La eompanison des mesures anciennes et non-^ 

▼elles peat être sottvent nécessaire ; nous en présenterons ici 

les élémens. 



LatQÎte =s 1,94903 mètnf* L^mHnzsofiiZvJ^ 

LVime s I -n , i8i4s3f 7 ><> S^'S Le mhn s 0,846 atmei. 
Lliectaie = a,9349upeiii de Paris. L'aipent s goo <• c. s 34,19 ans4 

( L'arpent vant 100 perches carrées ; la perche varie 
de longueur ; eUe a 18 9 20 « 22 pieds* -La perche d# 
x8 pieds ou 3 toises , est la plus usitée k Paris : alorr 
la perche carrée vaut 9 toises carrées ; Parpent a 9oatoisei 
carrées. ) 

La toise carrée s= 3,7967 mitres carréi. 

I^ toise cube =7***^, 4o3g. Lestère=o*'*^,i35i=a*****,a6. 

Le litron = o***^ , 8i3. Le litre = i^*»» ^ ^. 

La livre = 4^*^^ 89S. Le kilogramme = a"^*~y 0429» 

80 francs = 81 livres tournois. 

H est aisé de se servir de ces données pour convertir 
les anciennes mesures en nouvelles et réciproquement. 
Ainsi pour avoir la valeur de 1000 francs en livres, oa 
ajontcn à 1000 fir. son 80*. ou le 8*. de 100 fr. , et oa 
aura ioi2,5 livres ; ( un liard par franc )• 

56. Pour ajouter ou soustraire les ^antités complexes 
on écrit au-dessous les unes des autres les parties qui ont 
une même dénomination , et on opire successivement 
sur chacune en conmiençant par les plus petites. Si la 
somtae surpasse le nombre d'unité nécessaires pour 
former une ou plusieurs unités de Tordre supérieur , oOt 
les retient et on ne pose que Pexcédant. 
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Exemples d'àJJittoh : 
Xoifes. Picd«. Pouoe«« Li^ct*. Marcs. Oïices. Gros. Gn^. 



k54 a 7 9 i 15 3. ' 6 4a 

-23 :^ oui 217 '7 7 60. 

i3x 5, la ' 3 f ' 4^ é 5 17 



o. a 7 1 ' 4 5 6 10 

OU a 10 I 4 200 o .1 St- 

-- - -*- . . ^ x *^-& ----- - t^^ 



LiTTeft.. Sous» Deniers. ^un. HeureSf / 

32a, 17 5 a 10, 4^ 54 

43. Il 7 5 9 it 



«. 

'/ 



70.% x> ai Q 4^ 

^8*7 ""8 17 4 P 

43 16 6. ■ "•■ ' ■ ■ 4 

"4^5" '.'6""^ 






fiaas le pfèiQMip de bes exemple» ^ IK coloénè Aq( 
HgÎHis d^ime a5) l%fiee; §<^ om xfcnces i }ig. §^ p«*cè> 
fue la lig. valent un pouce; on pose donc seulement i § el 
on reporte a à la colonne dfis pouces^ <|iii donjQC i^ovk 
^ jpieds, 10. pouces ^^ etc. 

.Voici quelques annstiacliobs ^ 

3a 9 a 44 . 4^7 000 
xa 12 5 la 3iq 4 3 10 

19 la 5 3a 167 1 o a 

' » ■ *> ■■ ■ I ' ■ ■ ' ■ ' i ..; — f > ■ ' ■ '■ ■ 

Lmes« Soiu. Déniera. ^urt. Hcute». fdinutes. Secondes* 

• ' 349 • 17 4 17 ri( 4) 3 

' 7*7 ^ 7 là id 55 4© 

aaa Sa 3 16 St a5. 

• •' 



On voiti qnVprès avoir spustrait lâ grcûns de 44 9 <^^ 
passe aux gros ^ maïs comme a -— 5 ne se peut, on ajouie 
^nè once ou 8 gros et on a ib -— 5. = 5; puis oii ajoute 
pareillement une once a.dx la qu^il laut ôtê'r ue 9 , de 
sont qu^on dira 9— i3 ne se peut ; ajoutant une Tivrê o» 
16 onces on a a5. — i3=ia, etc. . . . Cette opération est 
fpndée sur le mime principe t^uc pour les riombi:es êatiers» 



NOMBBBS VBACTIOmiAlRKS. S% 

Cfscartes , ne le 3 avril i5g6^ est mort le ii février 
i65o ; Pascal, né le 19 joui 162S9 ^^ moitié igaoûc 
1662 ; Newton, né le iS décembre 1642, est mort le 18 
mars 1 727. On demande la durée de la vie de ces grands 
mètres. 

87. Pour la multiplication des nombres complexes, 
diaprés les principes donnés (4i) 1 on opérera séparé^ 
ment sur les entiers et sur les fractions. 11 aê présente 
deux cas suivant que le multipltcateur est ou a'est paa 
complexe. 

I*'. Cos., On voudroît savoir le prix de 17 aunes § d^une 
étoffe qui coûte /fi liv. 12 s. 6 den.Taune ; il est clair qu'il 
faut répéter ce nombre 17 fois et § , de sorte que le mult^ 
plicateur 17 § cesse de représenter des aunes et devient 
un nombre Abstrait ( on appelle ainsi celui dont Tespèce 
d'unités n^ est point désignée. } Pour répéter 4^ liv. 12 s» 
6 den. 1 7 fob , on multi|^e d^abord 4^ liv. puis i a s. 
puis enfin 6 den. par 17. Le premier de ces calcttU 
n'offre pas de diffictiltés ; et puisque 1 liv; répété 17 fois 
donne 17 Uv. , 10 s. oa \ liv. doit donner la moitié de 
17 liv. \ 2 s. en donne le lo*. , ou le 5*. du produit de tes* 
On a pour 6 den. le quart du produit que donne a s. ; 0|i 
prend ensuite les.| du multiplicande , et on ajoute le tout. 
Yoici le type du calcul :: 

_'7l 

45o ' } ^7 fi>is 45 n 

8« • 10*^ » «pour 10'*, la moitié de 17^ . 

1 • • 1 4 » ••• pour 2*. le I o*. de 1 7^', ou le 5*. de 8^ ro*; 

o. • 8.» .è^ . • .pour 6**. le \ du produit qu'a donné 2V 
t5«. 4- ••^••* «pour ^f le 3 du multiplicande. 
i5.. 4<' •^-* • 'Pouc^.. 
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Tout Part de ce genre coopérations consiste à dëcom^ 
poser chaque fraction en cPaatres qui aient Vunité pour 
mimêrateur^ ( c'est ce qu'on nomme Fractions AUquotes) 
ce qui se réduit à partager le numérateur* en facteurs 
de dénominateur. Ainsi 19s., ou^o ^^ livre, se décomr-^ 
pose eiiif = i,À=iet^=i; il faudra donc 
prendre la ^ , le ^ et le i de l'entier multiplicateur , 
considéré comme étant des lirres. On pourroit aussi 
prendre if = i , ^5 =s ^ et deux fois.^ = -^. De même 
pour \ on prendra -^ = | , -5 = } et ^. 

Observons que si le muhiplka^ 
leur n'a qu'un seul chiffre, il est ^^"^•^"s'^'-fg^' 
plus simple d'opérer comme pour y 
l'addition. Dans l'exemple ci*çontre| ^q, g 5 54 
on dira 7 fois 18 grains = 126 grains 
s= I gros 54 graine. On pose 54 et on retient i . On trouve 
de même 29 gros , ou 'à onces S gros ; on pose 5 gros 
et on retient 3 onces , etc. 

Pour multiplier 14 s- par 483, il faut prendre les ^ 
CMi les -^ de 4^3 livres ; on a ^^^ ou 338, i , ou enfin 
338 liv. 2 s. On voit donc que pour multiplier un nombre 
pair de sob^ il faut en prendre la moitié et mettre au 
rang des sols le double des unités du produit. Pour 1 8s. x 56, 
comme 56 x 9 = 5o4 , on a 5o liv. 8 s. ; 80 pièces de 
I2 s. font 8 X 6 = 4^ 1^^"* 

a*. Cas^ Cherchons la valeur dç 36 marcs 6 onces 
4 gros d'argent à 5i liv. i5 s. 5 den* le marc. On ré- 
pétera d'abord 5i liv.' i5s. 5 den. 36 fois; et ensuite 
autant de fois que 6 onces 4 gros sont contenus dans le 
çiarc : le multiplicateur est abstrait et cesse de repré-^ 
senter des marcs^ Ainsi on ne multipliera d^abord 5i liv« 
i5 s. 5 den. que par 36, ainsi qu'on Ta expliqué; pui» 
par U fraction 6 onces 4 g^os i tu prenant d'abord çovç 
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4 onces la moitié du mul* 
tiplicande total 5i liv« x5s. 

5 den. f etc. 
n arrive souvent que pour 

faciliter les calcuk on £iit un Par x4*.. • «aS 
faux produit: par exemple, 
si on avoit eu i4 a. au lieu 
de x5 s. , il auroit fallu de 
même faire le produit de i s., 

qu'on auroit effacé apris ___^__ 

avoir trouvé le produit dea '9**^ *^ ^uF 

5 den. 

yoici deux autres exemples : 



5i». 


i5». 


5*. 


3G-. 


6«. 


4«'. 


Soff. 




- 


i53 




- 


i4*'«**a5 


4*. 




!'.•.. I 


i6 




4''>> o 


12 




i'... o 


3 




4"...a5 


M 


«i 


3* •••la 


"* 

8Â 


4c> • • 3 


4 



xa'. 


i». 


8*. 


Zf. 


x5-. 


a». 


4a«. 


5'' 


^-i». 


9'- 


S"». 


II»»." 


34>. 


34o>. 


XK 


o*. 


48 






P». 3^'. iff. 


"7 


lO 


P'. i8'...37 


i&. 




F.pr.de iPi. tf 


1 


Hz 


F. pr. de I*... z 


« 




V'.L"'. a 
4'°. a 


X 


P». 4* . . 


i4 




I 


Il-fr 


4'.. o 


i4 




3"». I 


n 


5f 


3'.. 6 
a^.. 4 


? 


4'. 

4i 


364 


i4' 


3tV 


4'".. o 


i4 








5"54 


i3 


Il i 


« 







58. Dans là division il y a aussi deux cas, suivant que 
le quoUent ou le diviseur représente la mnltipUcatenr | 
et doit être considéré comme abstrait. 

!«'. Cas. Si le diviseur est le multiplicateur 9 le quo- 
tient est le multiplicande et doit être de la même espice 
d'unités que le dividende 1 qui représente IjS pirodutt# 

Si le diviseur n'est pas complexe 9 on opérera tonr« 
à-toor sur chaque espèce d'unités du dividende , eo 

«^pnunen^ax^t gar la phis grande. Aioii . pour diviser 
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«34 Uv. i5 8. 7 den. par 4 9 on jireiidra lé ^att de a34 tWl 
qui est 58 Hv. avec le reste a Inr. oîi ^0 ^., qui joints i 
t5 s. donnent 55 s. ; le quart est i3 s. avec le reste 3 s« 
ou 36 deniers ; 36+7=^43 d. 

dont le quart est 10 f d. , >5iJ. i4\ 6*. | 4> ^ 

le quotient est donc 581îv. --fil i 3*- "*• â*. 

j3s. 10 J den. , * 

UnouvrierarëçQiSiliv. * g » ■ ;; ■ 
i4 8. 6 d. i>our 4à jours de q/ * 
travail ; pour savoir ce qu'il 10 
gagnoit par jour, on di- 120^. 
visera i5i liv, i4 s. 6 d. par ^ 
le nombre abstrait 42. On ^^y 
voit ci-contre le détail du 
calcul. 

\ Si le diviseur est complexé , pôiir pouvoir Te regarder 
comme abstrait ^ il liaiut d^abord faire disparoître 1^ frac-^ 
tions qui rafTéctent : pour cela cn^ inultiplierà le divi^ 
dcnde et le diviseur par le nombre qui exprime combien 
la plus petite espèce d^unitës de oeluirci est contenue- 
dans la plu5 grande. Cette opération n^akérera pas le 
quotient (a 1,6*) , et comme rbaque espèce d^unités du 
diviseur produira des unités entières , il sera rendu exacte^- 
ment entier. Ainsi 4^ toises 5 pieds 4 pouces ont coûté 
534 lit. i3 s* 1 1^ àm.-^^ ôA idëtnandè le j^rhi dé k toise ? 
Comme 4 petit eë oii ^de pi^ed- «si tonténu ift fois lians 
la toise , on doit nïultiplî^ \és dèAx nidtllbïes ^oposë^ 
p«r i8. La «ijtaéâtîcn devient : 7^2 iéké^ bWt toute 9984 liv^ 
lé H. 8 den. , quel «st le prix de b loise ? la diviflibà: 
doniiè t2i tiv. 18 s. 8 dén. 

- De même pour diviser 806 Inr. a s. 10 éen. par 1^ f 1» il 
faut multiplier pair 3 , et on a 'â4i8 liv. ^ s. 6 den. à di^ 
nier pat 63. ^ le divtstur tàl 3** 7"" 4«'9 <i1k mtttti^ 



pKera par i6 , parce que 4 gros eu la moitié de Ponce ^ 
est contenu iB Fois dans le marc , etc. 

a*. Ctu, Si le diviseur est le multiplicande , il doit être 
de la même espèce que le dividende , et le quotient est 
abstrait : on fera disparoître les fractions du dividende 
et du diviseur >'<ainsi qu'il yiènt d'être d?t. Par exemple ^ 
pour diviser 364 ^î^* t4^- ^ ^c^« ii P^r Sy liv. i5s. 8 den» 
on multipliera ces deux nombres par 20 x ia x 18 ou 
4320 , parce que le- 1^^. de denier est contenu 4^20 
fois dans U livre. 11 faudra donc diviser i SyS 565 liv. 
par i63 224 1 cequi dénhe 9 Tfffîf. Pour faire la preuve 
de la roultiplicatioB du ti**. Sa 9 11 fhrit évaluer la frac-^ 
t'on {gj^^l en parties de la ^iae t comme on va le 
direw 

Pour trouvtr combien de foi^ t43 li^. 17 s. 6 den. 
coi^tiefcitii Hv. ^ il faut multiplier par 40 > ^t diviser entre 
eût les produits SySS et 44^- 

5g. On réduit tinè fraction ^n nombre coitiptexe ea 
divisant le huhiéfateûr par le dénominateur. Ainsi pour 
avoir les f de la livrât on divL^crii^ 5 liv. par 7 et on 
9ura i4 s. 3 den. f. 

Aécîproquemem pour convertir «n nombre complexe 
f n fraction i deui termes , il faut le réduire à sa pltfs 
petite espèce. Ainsi i4 ^. 3 den. | vaut 171 den. f oa 
^^f^ de denier : comme la livre vaut 240 den. , on divi-r 
sera par 24^» ^ et on aura \^^ ou f de livre. 

Pour évaluer en tfols et déniées la fraction 0^715 liv. , 
3 faut multipliais par 20, et en a i4i3s. « de métue 
içnukipliant o,3 $.. par ta « oi\ à 3^( dien. | »....• . 
^nc o',7i5= 14 s. 3,6 den* 

On réduit ufte fractiott complexe en décinftiles , eti U 
fo^^çr^mot d'abord en fi^eCion a deux termes. 
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CHAPITRE III. 



DIS VUISSAHCIS ET SES AACIIIBS^ 



I. Fûrmmiian As pmssaïuss^ 

60. En multipliant un nombre par Ini-mtme i^ a, 3L..* 
îs , on en obtient ks puissances a» 3^ 4* • ^ • 

»»•• a«. 3«. 4*' ^•. C^. 7». •». g»4 

>..4«^* 16. .3). •64* • i^^ • • • ^^ • • • ^1^ 
S • • 9 . 37 . 8t. s43 • • 799 . • »i87 • . fi56i • • 1968!^ 

4...i6..64..956*«ioa4>* 409^. 1^384. .65536. » 962144 
5. . .95. ia5. .635. .3ia5. . i56a5. . .78195. . .S^oGaS. . . i953i9S 
«. . .36.9i6« i9g6. . 7776. .46656. .979936. .1679616. . 1007769^ 
7. . .49.343. 9401. 16807* 117649* «893543. .5764801. .40353607 
S.. 64.5i9.4o()6 39768*969i44*3097i59.i67779i6«i343i7728 
9 » .81 . 799.6561 . 59o49*53i44t .4789969.43046791 .387490489 

.Le carré de | est | x | = ^ ; le cube est -n^ ; •<- • • 
4onc on /orme une puissance quelconque J^une /ractioa 
em dieyant les deux termes à cette puissance. 

2. Extraction des racines carrées, 

• 61. Le carré cFon nombre de deux chiffres, tel que 
'35 , se forme par la multiplication de 35 par 35 , ce 
qui exige quatre produits partiels; i^ 5x5 ou le carré 
des unités ; a*^. 3o x 5 ou le produit des dixaines par les 
unités; 3^ une seconde fois 3ox5; 4** 3ox3o ou le 
carré des dixaines. Donc le carré d'un nombre de dewc 
chiilres est formé du carré des dixaines , deux /ois h 



fmduii des dixaines par les unités, plus enfin le carré des 
mnités* Ainsi 35* =: goo -f- 3oo -^ sii = 122$. 

Pour multiplier 7 + 5 par 7 + 5 , on multipliera 7 et 5 
d^bord-par 7, puis par 5; ce qui donnera 7* + 7 x 5 
d'une part, et 7 x 5 + 5* de Tautre. Pour faire le 
carré de 7 -^ 5 , il ne sufSt donc pas de carrer 7 ei 5 ; 
il faut encore ajouter le double du produit de 7 par 5 ; 
on a ainsi 49 + ^+^X 35 on i44 = i^'* Ainsi le carré 
d'un nombre composé de deux parties , se forme det 
carrés de chacune , augm/entés du double de leur produite 
{Voy. n: 97, i*.) 

62. Les carrés de 10, 100 , 1000 ^ • • • sont 100 9 
X o 00O9 I 000 000. . . ainsi tout nombre de deux chiffres ^ 
étant compris entre 10 et 100 9 a son carré entre 100 
«t 10 000 , c'est-à-dire , composé de i ou 2 chiffres : 
de même tout nombre de 2 chiffres en a 3 ou 4 ^ son 
carré , etc. , et en général , le carré a le double , om 
le double moins un , des chiffres de la racine. 

Les nombres de 1 on 2* chiffres ont leurs racines carrées 
comprises dans les tables n*". i3 et 60. Quant aux autres 
jiombres il faut distinguer deux cas. 

X*'. Cas, Si le nombre proposé , tel que 784 1 a 3 oa 
4 chiffres , sa racine en a deux ; et 784 est composé du 
carré des dixaines , de celui des unités et du double 
du produit des dixaines par les unités. Or , la première 
de ces parties se forme en ajoutant deux zéros au carré 
du chiffre des dixaines (16) ; d'où il suit que ce carré 
nVntre dans l'addition de ces trois parties qu'au rang 
des centaines. En séparant les deux chiffres 84 9 7 con-* 
tient dtmc le carré du chiffre des dixaines considérées 
comme des unités simples : il contiendra en outre ki 
centaines produites par les autres parties du canréft 



On prehdra la racine du plus ffanà c^fi'^ 4 cotitenVi 
dans 7 , et comme ^ est compris fntr« les» ç^XX^ de a 
«t de 3 , le nombre proposé 784 Test e^tre :^p,* e\ 3o' ^ 
ain.si la racine est entre 20 ^t 3p ; et on a a pp\ir )e chiffre 
4€s dixaines* 

£n retranchant 4 de 7 , le restç 3 tsi (a retenue pro* 
duite par le carré dc$ unités ç^ le 4ou|>le des dix^ifies 
multiplié par les unités: 364 ^ donc composé de ces 
deux parties» 

On forçne cf dernier produit en multipliant le doubk du 
chiffre des dixaines par les unités et mettant un zéro à 
droite [ ainsi dans l'addition, ce produit est compris au rang 
des dixaines , et contenu par conséquent dans 38 9 en sépa- 
rant le chifTre 4 des unités : 38 contient en outre les dixaines 
produites par le carré des unités et celles qui proviennent de 
ce qtie 784 peut n'être pas un carré exact. Si ces dixainea 
étoient connues , en les ôtant de 38 , le reste divisé par 4 1 
double du chifTre des dixaines , aonneroit les unités. Di-* 
visons donc 38 par 4 9 '^ dividende sera plus grand que 
celui qu'on doit employer, et le quotient pourra être 
trop grand ; mais il sera facile de le rectifier. 

Car si le quotient — , ou g en nombre entier, représente 

•f n effet les unités , en plaçant 9 k côté du double 4 da 

chiffre des dixaines , 49 ^^^ ^^ double des dixaines ajouté 

^ux unités ; et 49 X 9 sera le double 

du produit des dixaines par les Z'a t ^ 

vnités , plus le carré des unités ; 3 8 4 

or 49XQ=44i ♦ qui est >384, 



49 48 
9 « 



-r^' M -• - :i - - o 44i 384 

donc û est trop gr?nd. Qn eprou- ^^ ^ 



52 



1 1 1 1* 
loa 



vera le chiffre 8 de la même ma- 37,3 5 

liîère, et comme 48x8=384, ^ ^ ^ 

qui retrahché du reste donne o , 5 ^ 

^^ voit que 784 eit le carré ^ ^ *04 



II 



ai 
I 



523 



loa 1643 
a 3 



aû4 3x^9 
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«xâct de a8. On a mis ici le type du 
calcul , ainsi que celui de y/ :ï735 1*^1 
qui est Sa, avec le reste 3i ; de s^rtf ^ ^ 
que 5a est la racine du plus grand 
carré contenu dans aySS. On trouve aussi 
^xax = IX. 

a*. Cqs, On raisonnera de mime si le carrj a plu$ 
de 4 chiffres ; car alors bien que la racine en ait plus 
de a , on peut encore la regarder comme composée de 
dixaines et d'unités ; 5a3 a 5a diiainas et 3 uniléi. 

Ainsi pour ayS Sag , on 
aura encore le carré des ^7.3 5.a 9 

dixaines, considérées comme ^ ^*^ 

a o A 
simples unités, contenu dans « » 

^735 , et on verra de même 3 j ^*^ 

que la racine du plo^ grand ^ - 

carré contenu dans a735 , 

donne les dixaines. On a trouvé ci-dessus Sa pour cette ra*» 

cine et 3i pour reste j de sorte que descendant a9 à côté 

de 3t, on a 3ia9 pour le double produit des dixaines par les 

unités , plus le carré des unités ; supprimant le chiffre 9, 

on divisera 3ia par xo4 double des dixaines 5a ; pn aura 

les unités de la racine , ou on nombre plus grand. 

Enfin plaçant le quotient 3 , à droite de io4 et mul- 
tipliant 1043 par 3 , on retranchera le produit Siag du 
reste. On trouve que 5a3 est la racine cherchée. 

Ce raisonnement s*4ppliqtie à tout nombre ; on voit 
ifuMl faut le partager en traacfaes de deux chiffres, en 
commençant par la droite , ce qui nt laissera qu^un seul 
chiflre dans la dernière tranche lorsque k nombredes cUfiBncs 
fera impair. Chaqfie tranche doime un cbif&e à la 
fo opéraot si^r cbacum coqime U vieut d'Itrr dil^ 
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Mous en met- 
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63. On appelle Commei^surabïes on Rationnels le» 
nombres qui ont une commune mesure avec Tunité : tel 
^^^ f 9 parce que le 5*. de TaniLë est contenu 5 fois 
dans z et 2 fois dans f . Mab \/a , ^/y f . . . sont Irra^ 
iionnels, ainsi que la racine de tout nombre entier qui 
n'est pas le carré exact d*un entier ; c'est-à-dire que 
y^y , par exemple , ne peut être exprimé exactement par 
'un nombre fractionnaire ; car soit , s'il se peut , ^7=^^, 
élevant au carré on auroit 7 = ^ ^ ce qui est absurde 
puisque la fraction «^ est essentiellement irréductible , 
^ Tëiant ( 33 , S** ). 

•^7 tombe entre 2 et 3 ; mais il est facile de voir 
que \/7 tombe aussi entre 2 et 2 ^ 9 d'où il suit que 
a f approche plus que 3 de ^7. On peut même se 'pro- 
poser d'approcher de y^j de manière à en différer moins, 
de -^ ; ce qui signifie qu'on cherche deux fractions « telles 
que -î;^ et -^ y et qui aient 5 pour dénominateur, dont les 
numérateurs diffèrent de x, et dont les carrés comprennent 
j entre eux. Cette définition sert d'explication à ce para- 
doxe qu'on peut approcher autant qu'on veut de \/7» quoi* 
que cette racine n'existe pas. Multiplions par 5 les fractions 
cherchées et le nombre y/j , 5\/j sera^ompris entre les 
numérateurs inconnus ; élevons au carré, 26 x 7 ou ijS 
tera compris entre les carrés des numérateurs, qui seront par 
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«jnsëquent les nombres entiers , {>ar escis et par défaut 
de V/'?^» ^^ trouve i3 et i4f -^ et -^sont donc les 
fractions cherchées. 

ï)e même |>our avoir ^(3 y) à moins de -^^ il fau-« 
dra multiplier 3 f par le carré de 1 1 , ce qui donne 
3 f X lai ou 449 ? t f^^ extraire \/449 ? ^^ nombre entier^ 
ou 1^449 ; ^^ ^^ra 21 ; donc ^3 f et coniprise entre f} et 
ff ou a. En général ;your extraire la racine dun nombrm 
par approximation on le multipliera par Je tarri Hu ài'^ 
nominateur donné; la racine en nombre entier de éa 
produit sera le numérateur cherché. 

64* Si on veut approcher à Taide des décimales, c^est-S- 
dire, à moins de -j^y r^, etc. il faudra multiplier le nombre 
par 10^9 ioo% ... ce qui revient à ajouter 2, 4 f • • • zéros 
s'il est entier, où à reculer la virgule de 2, 4* • • • rangs à 
droile s^il renferme des décimales. On extrait ensuite la ra- 
xine en nombre entier, pois on place la virgule convenablè- 
nient. Ainsi \/o,3 à moins y??, se trouve en reculant la vir- 
gule de 4 rangs ; et comme \/3ooo33549 onà ^o,3=ro,54* 

De même y/ 5,7, à moins de -Ay, est=2^— ^-^ — on2,38« 
Nous calculerons ici y/32E et 
\/2. Il est clair que dans la i^. 
opération au lieu de joindre 
les deux zéros à 32x , on peut 
les mettre simplement au reste 
^2, ; de même si on eût voulu 
deux décimales, il auroit fallu . 

. mettre quatre zéros après 3^ i , i o . q ) ' '/^ ô 

t:e qui revient à joindre deux 4o.o (^ 38^4 sSu9% 
léros au second reste 5g. On 
«e contente ainsi de placer 
les zéros a à a après chaque 



/ 
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Teste f JQsqn^^i te ipi'on soit parvenu 1 Tapproxiinatioii 
demandée. 

65. On conclut de la manière dont on forme le carré 
d^une fraction (6o) que la racine d* une fraction s'obtient 
en extrayant celle de chacun de ses deux termes . • • . 

Mais lorsque la fraction est irrationnelle , on évite la 
double approximation , en rendant Tun des termes un 
carré exact; et on préfère le dénominateur, parce qu'il 
niarque le nombre de parties contenues dans Tunité. On 
multipliera donc les deux termes de la fraction par son 
dénominateur j puis on extraira la racine de chacun .... 

V^ I = j/ii =il^, or v/ai = 4,58a , dont le 7*. 
est 0,654 = V/ f 

D.„é»,]/(3l)=)/f V'-^-" 
v/i82 = 13,4907 , on a enfin 1/ T 3 — J= 1,9274. 

En général, lorsqu'on soumet une quantité irration- 
nelle au calcul, il faut toujours sous-entendre que Icsrai- 
sonnemens sont établis sur la valeur approchée de cette 
quantité ; on/ rend donc raison de ces opérations de la 
même manière que pour les nombres fractionnaires. Ainsi, 
1®. Qn ^conçoit aisément ce que signifie 4V^7 
a*. 4x x/7=\/7X 4=^/ (4'X 7) = V/ixa 
3'. V/ax \/3=^3x v/a=x/ (ax 3) = v/6 
4"*. On a le droit de multiplier par le même nombre les 

deux termes d'une fraction irrationnelle ; • 

v/5_V5__3v/5 



comme 
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€6. Nous terminerons par plusieurs remarques. 

1*. On doit toujours préparer les nombres de manière S 
ne soumettre que des entiers au calcul de Textraction. 

2,*. Le nombre des décimales d^un carré est toujours 
pair et double de celui de la racine : on doit ajouter des 
zéros ou supprimer des décimales , pour que cette condi-^ 
tion soit remplie dans tous les cas. 

3*. Chaque tranche ne devant donner qn^un seul chinVe f* 
on ne peut mettre i la fois plus de 9 à la racine. 

4*. Le carré d^un nombre, tel que 18, étant donne 9 
pour avoir celui du nombre suivant 19, comme . . . . • 
19 = 18 4-1 f le carré est i8* + axi8+i, (61); on 
ajoutera donc 87 à 3^4 carré de 18, et on aura 36i = 19*. 
£n général y fjuand on a le carré d*un nombre , en ajoutant 
un plus le double de ce nombre , on a le carré du nombre 
suivant. Il suit de là que chaque tranche ne peut donner 
un reste plus grand que le double de la racine obtenue; 
car alors il faudroit mettre une unité de plus à cette racine* 

^ 3. Eeetraction des racines cubiques, 

67. Avant d'extraire la nu:ine cubique, il convient 
d'analyser la loi suivant laquelle se forme le cube , qui est 
le produit d'un nombre par son carré. En imaginant ce 
nombre décomposé en deux parties , on a vu (61) que le 
carré est composé dn carré de la première, du carré de 
la seconde , et du double de leur produit : c'est le système 
de ces trois quantités qu'il faut multiplier par les deux 
parties du nombre donné. 'Or, en les multipliant d'abord 
par la première, on obtient 

1*. Le cube de la première partie ; 

a*. Le produit du carré de la seconde par la première ; 

3*. a fois le carré de la première par la seconde. 



€8 AEÏTHMéTIQtTl. 

Dm tnSmé, en imilUpliant le carré par 'la seconde 
partie du nombre donné , on trouve 

1*. Le carré de la prenûire miiltipiié par la seconde. 
a.\ Le cube de la seconde. 

3*. 3 fois le produit du carré de la seconde par la 
première. 

£n réunissant ces Ax résultais , on voit (]ue le cube da 
tout nombre formé de deux parties se compose de quatre 
( voy. n*. 97 a*. ) ; i^'. le cube Je la première; 2^ ZJois U 
€arré de la première muUipUi par la seconde , 3**. 3 fois 
h produit du carré de la seconde par la première^ 4*- ^' 
m^e de la seconde. 

Ainsi, (7 ^- 5)'= f + 3.7».5 + 3.5*. 7 + 5*; 
•u ia'= 343 -f" 735 -^ 5a5 + x^^ =5 1728. 

Concluons de là que le cube de tout nomlf e composé 
de dixaines et d* unités est formé du cube des dixaines^ 
Zfois le carré des dixaines multiplié par les unités , Zfois le 
€arré des unités par les dixaines^ enfin le cube des unités. 
68. On démontrera comme ci-devant (6a) que le cube 
d^un nombre a le triple des cbifiires de sa racine, ou le 
triple moins i ou moins 2. 

Les racines des nombres ^1000, n'ayant qu'un cbifTre, 
le tableau (60) les fait connoître. Nous partagerons Texa- 
men des autres nombres en deux cas. 

i«'. Cas, Si la racine n*a que deux chifTres , le cube en 
a 4) ^ ou 6; tel est 21952. Pour en obtenir la racine, 
Yt remarque que le cube des dixaines cberchées se forme 
en cubant le cbiflre des dixaines et plaçant 3 zéros à 
droite (17)- Donc en séparant les trois chiffres 962 du 
nombre proposé, 21 contient le cube du chiffre des 
dixaines considérées comme des unités simples , et en 
outre les milles qui proviennent des autres parties. Le 
plus grand cube contenu dans s^i est 8^ dont la racina 



PmSSANCKS ET RjTCIMES. . 69 

tst 21; c'est le chiffre des dixaines : car pQisqae aigS^ 
est >> 20' oa 800e ^ et^ 3o' oa 37000^ lancine cherchée 
est comprise entre 20 et So^ 

Otons 8 de ar, il reste i3g5i2 qui représente Te» trois 
antres parties du cube : or le produit àt trois fois le carré 
des dixaines par les unités , se forme en multipliant le 
triple de 4 ou '^ p^^' I^ unités ^ et plaçant en outre 
deux zéros à droite : ainsi, séparons les deux clnfTres Sa^ 
189 contiendra 12 fois les unités , et les centaines pro*-> 
duites par les deux autres parties du cube. En divisant iS^ 
par xa, le quotient sera donc les unités,. on un nombre 
plus grand :.et comme ce chiffre ne peut excéder 9,. on 
prendra 9 pour quotient de -S^. 

Il s'agit de Wrifiersiig est plus grand que les unités* 
Pour cela sous laoo, qui est le triple du- carré des« 
dixaines, plaçons le triple du produit des dixaines par 9^ 
ou 3.20.9 = 540; puis le carré de 9 ou 81 ,. et multiplions 
la somme i8ai par 9. Si 9 est le chiffre des dixaines^ 
le produit derra ître égal au reste ou moindre que lui ^ 
pubqu*on fonnera ainsi les ^ob parties que ce reste 
contient. Ce produit excède 

i395a; d*où il suit que les ai .9 Sa ( 28 Racine. 
unités sont ^9. On essaiera 
de même 8 ; et comme en 
faisant la même épreuve on. 
trouve précisément t395a, 
on reconuoît que a8 est la 
racine cubique exacte de aiySa. 

a*^* Cas, Si la racine a plus de a chiffres , comme pour 
le nombre la 3o5 472 000, on raisonnera comme précé- 
demment (6a, a^ ). On verra qu'il faut i*. couper le 
nombre en tranches de trois chiffres i partir de la droite^. 
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2*. Extraire la racine cubique de la dernière trancBe 
ta ; elle est a , qui est le chiffre des milles de la ra* 
dne : retranchant de 12^ le cube 8 des nulles ^ il reste 4- 

3^. Descendre à côte de ce reste 4^ ^^ tranche suivante 
3o5 f dont on sép&rera deux chiffres o5 ; et diviser 4^ 
fiar la , triple du carré du chiffre obtenu. Le quotient 
3 doit être égronvë comme on vient de le dire. On re*- 
connoît qu^il y a 3 centaines; le reste est x38. 

4*. Descendre près de ce reste la tranche ^ja ^ dont 
en séparera de même 72 ; et diviser z384 pav iSSy triple 
du carré de s3. 

£t ainsi de suite. Voici le type du calcul.. 

12 3 o5.4 72*000 ( 23o8 Racine. 

4 3.o5 J— 158700 

4 ' ^7 ] x8 55 20 

I 38 4*7^ (9 ^4 

I 38 4 72 0.00 i38o i5 925 264 

1 2J ^ 02 l 12 3 g 

Reste. ... 1 1 o 69 8 88 4,6^ 127 402 112 

6g. Ou démontrera de même que précédemment que, 

I®. La racine cubique d*une fraction se trouve en ex— 

trayant celle de chacun de ses deux termes ; s^ils sont 

irrationnels, on rendra le dénominateur (65) un cube exact , 

en multipliant chaque terme par le carré de ce dénomina*- 

2'. Lorsqu'un nombre entier n'a pas de racine cubique 
entière, elle n'en a pas non plus de fractionnaire (33 , 5°.) : 
mais on peut en approcher indéfiniment. Pour obtenir 
\/3 à moins de } , on multipliera 3 par le cube de 4 f 
et on aura 3.64 ou 192 , dont la racine cubique en nombre 
entier est 5 : donc | est le nombre demandé, et y/i. 
lombe entre | et |. De même pour \/3 f à moins àt -^i 
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•n a 3 7 X ii'=: 4943 jy la racine est 17; donc |4 ^<* 
approché de v/3 f à moins de •^. 

3*.' Pour approcher à l'aide des décimales , on reculer» 
fai virgule d^autani de fois trois rangs à droite , qu'on 
veut de chiffres décimaux : on ajoutera pour cela un nombre 
convenable de zéros si cda est nécessaire. Ainsi pour 
avoir ^ot,3 \ moins de jj^ôt ^"^ prendra \/3oo 000 qui 
est 67, d'où v^OfS =s 0,67. De même \/S,'j h moins 
de -^ se trouve en prenant v^570o qui est x8, et oa 

a 1,8. Enfin ^^3,3178 à moins de -^ 

est = Jj \/3ai7 = i,5. 

4*. Si le nombre propose est entier on se contentera 
de placer près de chaque reste une tranche de trois zéros , 
jusqu'à ce qu'on ait obtenu le nombre de chiflres dé-« 
cimaux qu'on désire. ^ 

Voici le calcul pour v 4?? 

7,81339 




x47 X82S2 
i34o*oo l 168 a34 

x3i5 5^ 64 M 

a4 4^0*. 00 26444 i82'jS^i 

18 275 4i 8 X 

6 2o4 590.00 
ete. 

« 

De même on trouvera ^3= it44^^4o 

5*. Si le i|ombre est fractionnaire, après avoir rendu le 
dénominateur un cube exact (i*), on approchera de la 
iacinedunumérateur.|/^=r7v/^45=fX 6,2573=0,8939. 
De même ^17 f = i/ *3 = J^477 ; or ^477 s; 7,81 339^ 
ainsi la racine cherchée est 2,6o4463. 
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iv Des ÉquiâiffirencûM ei Proportiànsir. 

70». On peut comparer enM elles itu% grandeurs sqii*i 
deux points de vue ; en cherchant ou Texcè» de Tune, suc.- 
Vautre, ou le nombre de fois qu^ elles se contiennent mu-, 
tnellement. Le- résultat, de cette comparaison s^obtient. 
par une soustraction dans le premier cas,, et par une- 
division • dans le second. On > nomme Raison ou Rapport* 
de- deux nombres,, le quotient qu^on. trouve en divisant: 
Fun par Tautre. Cest. ainsi, que 3 est. le rapport de ^ 
ât 4) puisque -^ ou 3 est le quotient des nombres laet 4* 
On pourroit. également, dire que le rapport, de* 12. à 4 
^^ ^% ^^1 iS pui$qn*il est indifférent de dii*e que- le premier 
des nombres est triple dn second , ou celui-ci le tiers de- 
l'autre* Nous conviendrons i l'avenir de diyiscr le premier- 
parle second:. 

Le premier terme d\in rapport tsi 'V Ahticident ^ le> 
tecond est. le Conséquent. 

On ne change visiblement pas la dinerence* entre deus 
quantités ,. eu leur ajoutant un. même nombre ou lo 
r^tranch:inî; C'est. aiiKi que^ia-^5 = i3-*-6.3i 11 — 4- 

Pareillement. (^:«i,6?. ). on: n^altère* pa« un rapport ,; 
en multipliant ou divisant ses deux, termes par un même* 
ttpmbre. ^=^ =ï.. 
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Ht est; aise d'attacher un sens net an rapport des quân«* 
tjlét irrationnelles , puisqu'eiles n^ entrent dans le calcul' 
^e comme représentant^ leu.r$ yaleurs approchées (65). 
Su reste ^ ce rapport peut quelquefois ê^re commensu-v 

V^ O ^ O I L 

.71. I^ocsqne^ U di/Térence entre deux nombres ^ tels 
que ^o et 8 est la m^me quVntre deux, autres, 7 et 5^ 
çe^ quatr.Q quantités fonpent une Èquidifférencû ; . • . ^ 
1.0 T- 8 = 7 -* 5, Quand le rapport de d^eux nombres tslk 
le même qu^e celpî de deux autres ^ ces qpatre quantité^ 
forment une Proportion ; elle 'se constitue par Vigaliti 
4e âeu^ rapport^ : 20 et 10, aussi bien que i4 tt 7 ont 2 
pour rapport, on a. donc une proportion entre 20 , 10, i4 
Cl 7 , qu'on écrit aiçsi ao lie:: 14:7 9. et qu'on énonce 2.0 
est à 10 comme i4 est à 7. On. peut aussi lUndiquer ainsi 
Çf = TT- Lorsque nous préférerons ceUe dernière nota- 
tion , ce qui arrivera le plus souvent , nous lui conser- 
verons renoncé reçu : 20 est à 10 comm^i4 est à 7 j 
tl non pas 20 divisé par no. égale i4 divisé par 7 ; quoique 
ces loetttions soient équivalentes. 

Les. termes ao et 7 sont ïts^Extrimes, 16 et 14 lea 
Moyens de la proportion. 

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux, on 
appelle la Proportion Continue: itWt est la suivante 
i6:a4::a4:36, qu'oa écrit ainsi ffi6:a4:36. Le second 
terqtie se nomme Moyen proport ionneL 

721* Suivant que las «estes de deux soustractions , 
u>***'8 et 7^—5 sont égaux oa in^g^ux , ib le seront 
encore apris leor avoir ajouté la somme 8 -f- 5 des quan- 
tités. souatrartireK ; ce qui donne 10 + 5 et 7 +'8* Donc 
l^rsqii'on a réquidîflcr«nce 10— 8:3; 7--^ 5, h somme des 
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4^ Si en renverse I» pjFopoction. donnée ,. an ^. « ;. •. ^. 

3o:i5::6:3, iro&?î^ = -|. 

74* On peut multiplier deiuf proporiîonsi terme à terme';' 
en effet 3o : tS :: 6 : 3 et a:3.::4' 6 donnent les fractions 
égales 4|=:f et |=r| ; on tionve en les multipliant. 
3o X a : i5 X 3 :: 6 X 4 : 3 X 6. 

Donc cm peut élever une- proportion eu carré , au 

mAe et par conséquent on peut ansii en extraire loa 

wacine carrée, cubiçue.».^. 

a« Des Règles de trois. 

75. Lorsque tes élémens d'un problême peuvent fbrmtt 
«ne proportion dont T inconnue est le dernier terme ^ 
un calcul simple (7a, 3*.) en donne la valeur : c* est ce- 
qu^on nomme une Règle de trois : ainsi, 3o ouvriers ont fait 
ao mètres d^ouvrage, combien ai ouvriers en feroient-ib 
dans le même tems?, on trouve 3o : ao 'T ai : «, en 
désignant par x le nombre d^ouvri'ers démandé; on a 

X = . ' ■ = 14. On reconnok que la> solution d^une 
3o * 

question dépend des règles de trois , lorsque l'énoncé est 

formé de deux périodes ; les deux termes de la. première 

étant Homogènes respectivement à ceux de b seconde, 

c'est-à-dire , de jn^me nature a à a ; et que de plus ces 

termes peuvent être multipliés ow divrscs par le même 

nombre. Ainsi dans notre problême 3o ouvriers et ai ouvriers 

sont homogènes, et on pourroit multiplier ces nombres par 

a, 3, sans rien changer au problême. Au contraire, 

Ift icms qu'une pierre emploie à tomber ,. n'étant pas 

double lorsque la hauteur est double : un tonneau n'em,- 

ployant pas à se vider un tems triple , lorsque sa capacitcir 
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e«t triple : ces ëlémens ne peuvent faire partie i^unt 
règle de trois. 

y6. Après avoir distingue sî la solution dW pro-« 
blême peut être donnée par ufte proportion, il ne reste 
plus qu*à assigner à chaque terme le rang qu'il y doit 
occuper. Le dernier et le troisième sont d'abord Tin-* 
connue et son homogène , le seul qui puisse lui être com-* 
paré. La question indique d'ailleurs lequel de ces' deux 
nombres surpasse Vautre, ce qui fixe la place du i*^ 
et du a*, termes, puisque les antécédens doivent être en^ 
semble plus grands ou plus petits que leurs conséquens. 

Ainû après avoir posé ci-dessus 20 mètres : x mètres, on 
voit que 21 ouvriers doivent faire moins d'ouvrage que 
3o , et que le conséquent ^ est ^ 20 ; donc , des deux 
nombres 3o et 2i| 3o est le premier, et on a 

3o : ai :: 20 : x. 

Les deux exemples suivans éclairciront ceci : 

Un ouvrage a été fait en 5 jours par Sy ouvriers, com- 
bien favidroît~il de jours 319 ouvriers pour faire le même 
ouvrage ? Pubqu'on pourroit prendre 2 ou 3 fois plus de 
jours et autant de fois moins d^ouvriers , la question dé-- 
pend des proportions. On placera d'abord 5 jours l x jours^ 
et comme il faut plus de jours à 19 ouvriers qu'à 5j ^ 
pour accomplir la même tache, le conséquent of est^S 2 
67 est donc le conséquent du premier rapport, et ou 

5.5? 
a zgouvr. iSyouvr. ::5jours;jcjours=:-^— ^=: i5 jours. 

Il a fallu 6 mètres d'une étoffe large dfi | pour couvrir 
un meuble, combien en faudra->t-il d'une étoffe large 
de I ? Quoiqu'ici les quatre termes soient des mètres ^ 
on reconnoît que le nombre 6 mètres est l'homogène de 
rinconnae , parce qu'ils expriment seuls des longueurs } 



7^ Arithmétique. 

aînsî la proportion est terminée par 6 mètres ;x mètref. 
Or il faut moins de longueur à IVtoffe qui est la plus 
large; comme ^>57 onax>6; ainsi § est rantë* 
cèdent du premier rappqpt , et on trouve ^ l l It 6 l x 
d'où a: = 6xix^ = 6|. 

yy. Quoiqu'il soit toujours facile de faire ce raisonne- 
ment^ en IVvitant on donne plus de rapidité au calcul. 
On distingue deux sortes de rapports , le Direct qui est 
formé de nombres qui croissent ou décroissent ensemble : 
Tun décroît au contraire quand l'autre croît, dans le 
rapport Inverse. Les 3o ouvriers et 20 mètres de la pre-» 
mière question sont en ra[.port direct , parce que plus il y 
a d'ouvriers et plus ils font d'ouvrage. Dans la seconde 
au contraire 67 ouvriers et S^ours sont en rapport in~ 
verse , parce que plus il y a d'ouvriers , et moins on doit 
les employer de jours pour faire un ouvrage. 

Lorsque les termes d'une question sont en rapport direct, 
ils se présentent dans les mêmes rangs qu'ils doivent 
occuper dans la proportion ; pourvu qu'en exprimant la 
question, on donne le même ordre aux termes homo- 
gènes dans les deux périodes. Mais si le problême a ses 
rapports inverses, les termes doivent procéder en sens 
opposé dans la proportion, de sorte que le dernier des 
termes énoncés soit 'écrit le premier, etc.... L'inconnue 
étant toujours à la quatrième place. Cela résulte de ce 
qui a été dit ci-dessus. 

Yoici encore plusieurs exemples de règles de trois. 

L Un homme a fait 5o lieues en 8 jours, combien 
lera-t-il de jours à faire 80 lieues f Règle directer : ainsi 

5o : 8 :: 80 : « = iaf. 

IL Un homme a fait une route en 8 jours , marchant 
2 heures par jour, combien eût*il mis de lems s'il 
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«fit marché 10 heures par jour? Règle inrerse ; ainsi 

10 : 7 :: 8 : «=5, 6. 

III. Si 17 marcs 5 onces 4 S^^ d'argent ont coûté 
fi6g Ut. i5 s. 6d. ; combien coûteroient 14 marcs 3 
onces a gros i ? Règle directe ; donc 

17» S* 4« : 869 lir. i5 s. 6 d. :: 14- 3" ae J : « liv. 

On simplifie le calcul en multipliant les deux antécédens 
par 16; et on a aSS** tSGg lir. i5 s. 6 d. ::a3o"* 5"* ix. Ou 
iroure x = 708 liv. i€ s. o 
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IV. 6 escadrons ont consommé un magasin de fourrage 
en 54 jours, en combien de jours 9 escadrons Teussent-ib 
consommé? Règle inverse, d'où 9 : 54 :C 6 ! x = 36. 

V. Un vaisseau a eneore pour 10 jours de vivres; mais 
on veut tenir la mer encore i5 jours , à quoi doit être 
réduite chaque ration? On ne trouve pas ici les quatre 
termes ; mais il est évident que l'un est sous-entendu et que 
le problême doit être conçu de cette manière. On don- 
neroit i ration à chaque homme , s'il falloit tenir la mer 
10 jours , on doit la tenir x5 ; que donnera-t«on? Règle 
inverse; ainsi, i5 : 10 :: i t «=*f. 

78: Règles de trois composées. On ramène souvent aux 
proportions des questions qui renferment plus de trois 
termes donnés. Il faut alors qu'elles soient formées de 
deux périodes qui contiennent des nombres homogènes 
deux à deux, et variables proportionnellement. En voici un 
exemple. 

Si ao hommes ont £iit 160 mètres 
d'ouvrage en i5 jours , combien 
3o honuDes en feroient-ilsen la jours? 
Nous assemblerons dorénavant les 
termes homogènes comme on le voit ci-contre. 

Il se présentera deux cas , suivant épe les termes qui 
ne répondent pas à l'inconnue sont en rapport direct ott 
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inverse, 4ci, 'ao hommes et iS jours sont en rapport m-» 
Verse ; on peut donc doubler, tripler.... Tun des nombres ^ 
pourvu qu'on divise Tautre par a., 3^.r. et la question reste 
la même. Multlpiions aobomtaes par lâ , et divisons i5 
jours par i5 : il viendra 3oo hommes et i jour : de méme^ 
multiplions 3o hommes par 1 2, et nous aurons 36o bommea 1 
et I jour. La question devient donc, si 
3oo hommes ont fait 160 mètres en ^3qq'*' ^go** ^'^ 
un jour, combien 36o hommes en fe- SGe a? t 
roientrils en un jour? Le tems^tant 
le même de part et d'autre , il est inutile d'y avoir égard ^ 
et on a la règle directe 3oo:i6o!:36o:a?=: 192 mètres. 

Lorsque le rapport est <lirect| on^procède différemment.^ 
Par exemple , si ao hommes ont 
fait i6o mètres en 1 5 jours, combien ^"^"*^ 160* 'l's" 
faudroit-il de jours à 3o hommes ■3d loa x 
pour faire 19a mètres. 

Plus il y a d'hommes et plus ils font de mètres; ao 
Jiommes et 160 mètres sont en rapport direct Ainsi après 
avoir multiplié l'une de ces quantités par a, 3,.... il 
faudra multiplier aussi l'autre par le même nombre. Pre^ 
Bons 1^2 pour facteur de ao hommes et 160 mètres ; puis 
vGo pour facteur de 3o hommes et 19a mètres, et il est 
clair que le nombre de mètres (^) sera dans les deux 
cas iga X 160. On fera donc cette question ; si ao x 19a 
kommes ont fait un ouvrage en i5 jours , combien d^ 
jours seraient 3o x 160 hommes à le faire. Cette règle 
est inverse et on a . . • . • • 



{*) On auroit rempli le même but ayec un fiicteur plus simple 
que 19a j voy» ce qu^ou a ciit pour la rMuction an même déno» 
nûnateur (34) i nous ^vons pris ici 19a pour nûeitt 6ire çonccToîr la 
•oniéqueDce qui fuit« 



liÈGlXS DE TJVQIS. 8^ 

^ r' r 20.iq2.l5 

3ox iBo : i5 :: 20 X xga: « = — o % — , ou. . . 

^^ 00.160 

a»X9^>S _ 19a _ 

i.ibo ib 

On raisonnera de même dans tout autre cas ; et on voit 
comment en renversant le problème , on peut faire la preuve 
tle Topération. Voici encore un exemple assez compliqué. 

Si 4o ouvriers ont fait 3oo 
mètres en o jours , en travaillant /^ ^^^ g 
7 heures paf jour ; combien 5i 4% x 6 
.Si ouvriers seroîent-îb de jours 
à faire 4^9 mètres en travaillant 6 heures par jour? 

On verra d^abord que les ouvriers et lés heures sont" 
en rapport inverse ; on mettra donc 4^ X 7 heures 
tl'une part , et Sx x 6 heures de l'autre , durant un 
jour , ce qui donnera lieu à la vrwt. M'trea. jaun. 

miestion indiquée ci-contre, et qu'il 7^ ^7. "7?° 

. . •. iw Six 6 459 X 

est mutile d énoncer. 

Les heures et les mètres sont en 

rapport inverse ; on fera donc 4^9 • 40 x 7 x 45q 8 

multiplicateur des termes de b pre«- SixoxSoo » 
mière période , 3oo sera celui de la 

seconde ; ce qui réduira le nombre de mètres à être le 

même de part et d'aïutre. On aura donc une règle de 

trois inverse , qu^on posera ainsi • 

5ix6x3oo : 8 :: 40x7x459 : « = g'^' v' ; ou 

40.7.8 
:i.ioo 

On peut encore éviter ces divers raisonnemens : car 

en les reproduisant sur chaque terme , comparé à Tincon*» 

nue, on verra aisément que lorsque le rapport sera direct , 

I0 terme Jeyra changer de place avec ii/n homogène ; 

1. 6 
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fanais que s'il forme un rapport inverse , on le laissera tel 
çu'il est. Enfin ^ on multipliera tous les nombres contenus 
dans chaque ligne • et on égalera les produits entre euxm 
Ainsi y dans la dernière question y les ouvriers et les jours 
sont en rapport inverse ; ainsi que les heures et les joors : 
mais les mètres et les jours forment 
un rapport direct) on changera de 40x469x8x7 
place seulement 3oo et 469; on 5ix3oox«Xb 
formera le produit des nombres con- 
tenus dans chaque ligne , et égalant il viendra . ^ 
4o X 4^9 X 8 x 7 = 5i X 3oo x 6 x « qui donne la 
même valeur que ci-devant (5). 

Cette opération peut même s'appliquer aux règles de 
trob simples. 

yg. Bàgle de sociiti. Trois associés ont mis dansie com- 
merce , Pun laooo fr. , l'autre 8000 fr. , le troisième 4000 fr. 
Ils ont gagné 543o fr.; ton demande de partager ce gain 
à raison de leurs mises. 

La somme totale 34000 fr. a rapporté 543o fr. On fera 
donc ces trois proportions. 

a4ooo : 5430 ou 2400 : 543 \i 12 000 : «=2715^* 

2400 : 543 w 8 000 : â:= 1010 
a4oo : 543 :: 4 000 : xz=i 905 

Soit encore proposé le problême suivant. 

Trois négocians ont mis dans le commerce , savoir Tun 
taooo fr. pendant 7 mob , Uautre 8000 pendant 5 mois» 
le troisième 4000 fr. pendant 20 mois ; on demande quelle 
est la part de chacun dans le bénéfice de iSoo fr. 

On remarquera que les mises et les tems sont en rap- 
port inverse \ en les multipliant respectivement , on re- 
tombe sur une règle de la première espèce. L'un des 
associés est supposé avoir mis 70000 fr. , le second 40000 fr. , 
le dernier 80000 i les tems sont égaux. On trouvera 
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S5a,63.... fr. 3 1 5979.... fr. 631,58.... fr. pour les gains 
respectifs. 

do. Rj^gie ^'intérêt. Elle a pour but de trouver la 
somme due pour de l'argent prêté sous certaines conditions. 
Cet intérêt se stipuk de deux manières : ou en indiquant 
celui que porte la somme de 100 fr. , ce qu'on désigne 
par les mots 4 9 S.... pour cent (on l'écrit ainsi , 5 p, ^) : 
on en fixant la somme qui doit rapporter un frant d'intérêt; 
le Denier i4 signifie que 14 firancs rapportent i firanc» 

La relation qui lie ces deux manières de stipuler l'în^ 
térêt se trouve par «ne proportion. Ainsi le denier 2S 
équivaut à 4 P- 79 puisque si on pose cette règle de 
trots y si aS fr, rapportent i Jir, 4juel est Vintérêt de 
loorjl; on trouve 4 fi** ^^ même le denier a revient à 
5o p. 5. f le denier ao à 5 p. f ( Voyfz^ la scène x". y 
acte II de V Avare de Molière ). 

Un exemple de règles d'intérêt suffira pour montrer 
comment on doit résoudre toutes les questions semblables. 
Quel est l'intérêt de loooo fr. à ^ p. | par mois durant 
7 .mois ? Ce problême revient à celui--ci : si 1 00 fr. rap- 
portent ^ fr. durant un mois, combien looou fr. rap-* 
porteront-ils pendant 7 mois ? Cette règle de trois composée 
se résout à l'ordinaire (78). On peut aussi la résoudre 
comme il suit: 100. : J II loooo t xz^zS fr., intérêt de 
lOooo fr. pendant uA mois; 7 x ^5 ou 176 fr. est donc 
l'intérêt cberché. 

^i. Règle d^escompfe. Lorsqu'une somme n'est duc 
qu'à une époque encore éloignée et qu'on en obtient 
•or~le-£bamp le paiement , on nomme Escompte l'intérêt 
qu'on perçoit (!jur cela. Si donc on a loooo fr. à rece- 
voir dans 7 mois , en retenant l'intérêt de cette somme 
à ^ p. I par mois on devra déduire 176 fr., et il restera 
^aS. Cette manière d'opérer s'appelle prendre Vexompie 
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€n dehors; elle est la plus usitée, quoiqu'on retienne Fiii*- 
tërét de loooo fr. et qu'on ne paie en effet que* 9825. fr. 

Tour Tescompte en dedans , il ne faut retrancher que 
Pintérét de la somme qu'on paie : voici ce qu'on doit faire. 
Chaque mois , on derra retenir \ fir. par 100 fr. , donc 
après 7 moîSf ioo-4-^^r* seront réduits à 100 fr. : on 
posera donc cette proportion, si 101 £ fr* sont réduits 
\ 100 fr. t 4 combien xoooo fr. seront-^ib réduits P On 
trouve 9828 fr. xh' En effet , si on ajoute à cette somme 
son intérêt ^ i p- I pv mois durant 7 mois , on retrou- 
vera xoooo fr. 

8a. Bigle conjointe. Prenons , pour expliquer cette 
règle , l'exemple suivant : 5o liv. de Paris valent 5i liv. de 
Hambourg , aS de ceHes-ci en valent 24 de Francfort ; 
on demande le rapport de la livre de Paris à celle de 
Francfort. 

Pubque So livres de Paris sss Sx livres de Hambourg 1 

on a VX" A^^' ^' ~ *'*^' ^*' ^'** premières lettres P., 
H. F* désignent Paris , Hambourg, Francfort) ; opi a 

de même. iliv. H. =r— r-jlîv. F. ; donc 

(^y^'=(Md^-'> • ' ■• 

ou 5ox a5^'^' "• ï=a4)< 5i *i^ '• , c'est le rapport cherché. 
On écrira donc les nombres donnés sous forme d'équa- 
tions , comme on le voit ci- 
contre , Jaisant en sorte que le 5o^'^- '• = Si^^-^* 
second membre de la première a5^*^-^- = a4"''*** 
équation soit de mime nature que 

le premier membre de la seconde ; il ne restera plus qu'à 
multiplier terme à terme ces équations | eh conservant au 
premier membre la première espèce d'unités | et au second 
membre la dernière* 
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- On peut donner im plus grand nombre de rapports 
qui s* enchaînent. Quel est, par exemple, 'le rapport du 
mètre à la verge d'Angleterre , sachant que g verges 
valent 7 aunes de France , et que Taune vaut 1,1884 
mètres ? On prendra pour premier Urme de la règle cou- 
jointe 9 verges , qui est de Tespèce cherché* , et on 
posera 9 verges ss 7 aunes ; ensuite 
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on écrira les autres rapports eu ob- 9 ' "^ 7 ^ 
servant la règle ci-dessus , et on ré- ^m. ^^ ^V 
du ira les deux premiers rapports en 
un seul 9x1 verge = 7 x ifiSsi mètres. On posera 
ensuite i mètre =3 x verges , et on verra quVn les rédui- 
sant de même on a 9X 1 x i verges=7 x 1,1821 x op mètres, 
ce qui revient à multiplier encore les trois équations 
terme à terme; on a donc 9 verges = 8,2747 fois Tin- 
connue or, d'où X = . y , , (5) , et enfin. . ... 

8,2747 

xz=s 1^087 verges c=2 i mètre. 

On remarquera que le premier terme et le dernier x 
étant de même espèce , les deux membres remplissent 
aussi la même condition après la multiplication , les 
termes intermédiaires étant des nombres abstraits; aussi 
dans l'équation finale les deux membres sont ramenés à 
la même unité, ce qui est toujours nécessaire. 

Voici une dernière question. Combien 100 pistoles d'Es- 
pagne valent -elles de francs, 

sachant que 1 ducat d'Espagne , !.. ^^ il** 
vaut gS deniers de gros d'Ams- , liv. .t. ;—. 3/ •. «t. 

terdam ; qi|e 34 «ous de gros 1 •• «'• = 12 ^' s^' 

valent I livre sterling de Londres; • 90 •«'* = i 

. I '^^^' 7— *■ 075 

et que 82 deniers sterlings valent ^ ^^ „„. __ ' ^ 

3 francs? On sait d'ailleurs que 100 p*^*- c= jc'" 
la pbtole d'Espagne vaut 1088 
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maravédis , dont il en faut SyS pour nn diicat ; b lîvfit 
de gros et la livre sterling valent 20 sous de 12 deniers 

, r\ ^ 3.24o-Q5.io88.ioa 
chaque. On trouve x = 5 — ^ -— — , qui se ré- 

duit àjt=r4xi9X2o; ainsi 100 pistoles valent iS^o fr. 
Cette opération , connue sous le nom d! Arbitrage y est 
souvent usitée dans les changes. 

3. Des Progressions. 

83. Une suite de termes dont chacun surpasse celnî 
qui précède, ou en est surpassé , de la même quantité , 
est ce qu^on appelle une Progression par différence : tels 
sont les nombres i, 4? 7^ 1^9 ^^ Tindique ainsi 

-f— 1 .4*7«i<^«x3. 16, la raison est ici 3. 

IL e&t clair que le second terme est égal au premier 
plus la raison ; le troisième au second plus la raison , 
c^est-à-*dire , au premier plus a fois la raison ; le quatrième 
est de même composé du premier plus 3 fois la raison : etc. 
En général, un terme çuelcon^ue d'une progression par 
différence est composé du premier plus la raison répétée 
autant défais q^ily a de termes qui précèdent. Donc 

' 1*. On peut trouver un terme quelconque d^une pro- 
gression sans calculer tous ceux qui précèdent. Cest ainsi 
que notre loo». terme est = 1 -f- 3 x 99 ou 298. 

a!*. Pour insérer entre 4 et 3^, six moyens proportionnels 
par différence ; c'est-à-dire , pour lier ces deux nombres 
par 6 autres intermédiaires qui /arment une progression 
composée de 8 termes ; je remarque que le dernier terme 3a 
de la progression étant égal au premier 4^ augmenté de U 
raison prise j fois , 3^ — - 4 ^^ ^^ ^^ 7 ^^^ '^ raison in*<> 
connue; donc la raison = ^=4 9 (5)* £n général, pour 
insérer entre deux nombres donnés, des moyens p^opor*»^ 
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tionnels par différeoce, on dinsera la différence de ces 
quantités , par le nombre de moyens plus un ; le quotient 
sera la raison, La progression ci-dessus est 

De même, poar insérer huit moyens entre 4 et xi , 

1 • ïi — 4 7 1 

on trouve la raison = . = -^^ ; la progression 

est-f 4.41 •5|.6|. 7^,7 |.8|.9|. lof . 11. 

84- Une progression par quotient est une suite de termes 
dont chacun contient celui qui le précède, ou est contenu 
en lui, le même. nombre de fois. Telle est la suite 
T7 3 l 6 l 12 l aJ^ l ^S l 96.,.. ; la raison est a. 

Le second terme est égal au premier multiplié par ta 
raison; le troisième est égal au second multiplié par la 
raison , et par conséquent au premier multiplié par le carré 
de la raison; de même, le 4'- est le produit du i*'. par 
le cube de la raison, etc. En général, un terme quelconque 
d'une progression par quotient est le produit du premier 
par la raison élevée à une puissance marquée par le nombre 
des termes qui précèdent. On peut donc 

I*. Calculer la valeur d'un terme , sans être obligé de 
passer par tous ceux qui le précèdent. Le dixième terme 
de notre progression ci-dessus est 3x 2^ = 3 x 5i2= i536« 

2^. Insérer entre deux nombres donnés, des moyens pro- 
portionnels? Par exemple pour avoir huit moyens entre 
â et i536, \t remarque que le dernier terme i536 de 
la progression étant égal au premier 3, multiplié par la 
raison élevée à la puissance 9, si on divise i536 par 3, 
le quotient Si a est la 9*. puissance de la raison : d'oi^ 
la raison = f/5ia = 2, (60). Donc, pour insérer entre 
deux nombres donnés des moyens proportionnels f il faut 
prendre leur quotient et en extraire une racine d'un degri. 
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égal au nombre de moyens plus un : cette racine sera ïa 
raison. 

Cettie extraction de racines est une opération assez dif- 
ficile; mais bientôt elle ne sera pins qu*un jeu, à Taide 
des belles propriétés des logarithmes. Pour insérer quatre 
moyens entre 8 et 64 y il faudroit extraire la racine 5*. de 
^ ou ^8, quantité irrationnelle (63) ; on ne peut donc 
assigner exactement en nombres ces moyens ; mais on- 
en approche autant qu^on veut. On verra bientôt que 
y/8 =1,5167, c'est la raison. La progression cherchée 
est ^ 

f^8 : ia,i257 : 18,379a : a7,8576 : 42,2^43 : 64. 

Voyez à ce sujet ( i53, ïô*). 

4* Des Logarithmes. 

85. Concevons deux progressions. Tune par quotient 
Tautre.par différence , dont les termes se répondent deux à 
deux, telles que 

f^ I : 3 : 9 : 27 : 81 : a43 : 729 : 2187 • Nombres. 

-7- o • 2 . 4 • 6 • 8 • 10 • 12 • x4 •••••• Logarithmes. 

Chaque terme de la seconde est le Logarithme du nombfe' 
Correspondant deja première, o est fe logarithme de i ,' 
a Test de 3 ; 4 ^^^ 9 » ^ ^^'^ 1^ logarithme de 27 : etc. 
Les logarithmes sont donc des nombres en progression 
par diJlférence qui répondent terme à terme à d'autres 
nombres en progression par quotient. 

Comme les logarithmes n'offrent d'utilité qu'en vertu 
de propriétés qui supposent que ces progressions com- 
mencent l'une par i , l'autre par ïéro , nous ne noi^s oc-^ 
cuperons que de celles qui remplissent celte condi^onr.- 
Nous avons vu que les multiplications et divisions qu'on, 
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pratique dans certains cas sur les nombres de la première 
progression , répondent à des additions et soustractions 
dans la seconde; on peut prévoir que les logarithmes faci- 
literont beaucoup les calculs. C'est ce que nous verrons 
mieux dans un instant. 

86. Propriétés des logarithmes. Il suit de ce qu^on a dit 

( 83 et 84 ) , et de ce que nos progressions commencent 

Tune par un , Tautre par zéro , qu^un terme quelconque 

est formé de la raison j autant de fois facteur pour la 

première, et autant de fois ajoutée, pour la seconde, 

quMl y a de termes avant lui. Les sixièmes termes , par 

exemple 9 sont ^43 et 10; dans Tun , la raison 3 est 

élevée à la puissance 5, et dans Paotre la raison a est 

ajoutée 5 fois. Ainsi , îa raison est auUmt de fois facteur 

dans un terme de la première , qu'elle est de fois ajoutée 

dans son correspondant* 

Si on multiplie entre eux deux termes de la progression 
par quotient, tels que ^ et 243, la raison 3 sera 7 fois 
facteur dans le produit, parce qu'elle Test 2 fois dans 9 
et 5 fois dans ^43 ; le produit 9 x ^43 ou 2187 sera donc 
le huitième terme de la première progression. Mais si on 
ajoute les termes 4 et 10 correspondans dans la progres- 
sion par différence , la raison 2 sera aussi 7 fois ajoutée 
dans la somme i4; donc le produit 2187, et la somme 14 
seront des termes correspondans : ce qui s'exprime en 
disant que la somme des logarithmes de deux nombres 
est le logarithme de leur produit, 

II suit de là que le double du logarithme d'un nombre, 
est le logarithme du carre de ce nombre ; le triple est le 
logarithme du cube ; et en général , en multipliant le lo- 
garithme d'un nombre par un facteur quelconque^ on aura 
le logarithme de la puissance de ce nombre marquée par ce 
facteur. Pour 9% on a 3x 4=*^ q«" répond à 729 = 9^ 
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87. Les inverses de ces opérations sont faciles à dé-- 
montrer; car le logarithme du quotient plus celui du di>* 
videur devant donner celui dv dividende ; il s^ensuit que 
le logarithme du çiiofient de deux nombres , est la différence 
des logarithmes de ces nombres. 

De même aussi , le logarithme de la racine quelconque 
d'un nombre^ est le quotient du logarithme de ce nombre 
divisé par le degré de cette racine, 

86. Si, au Heu de prendre 3, on eût choisi pour raison 
de )a progression par quotient une quantité beaucoup plus 
petite, les nombres dont elle est composée auroient été plus 
près les uns des autres, et on y auroit trouvé par approxi- 
mation 1 , 2, 3, 4i S Concevons donc qu^on ait formé 

une table dans laquelle on auroit inscrit ces nombres et 
leurs logarithmes , en supprimant d^ailleurs tous les autres 
termes intermédiaires : les principes qu^on vient de dé- 
montrer auroient également été vrais. Supposons cette table 
formée : on voit que 

I*. Pour multiplier deux nombres donnés, il sulTit de 
prendre dans la table leurs logarithmes, de les ajouter 
et de chercher la somme parmi les logarithmes : le nombre 
correspondant est le produit cherché. 

2^ Pour diviser deux nombres , on retranchera le lo- 
garithme du diviseur de celui du dividende ; on cherchera 
lé reste parmi les logarithmes; le nombre correspondant 
sera le quotient demandé. 

3^. Pour faire une règle de trois, on ajoutera les loga- 
rithmes des moyens, on en retranchera celui de Textréme 
connu , le nombre répondant au résultat sera Tinconnue. 

4^. Pour obtenir le logarithme d^une fraction, on re- 
tranchera le logarithme du dénominateur de celui du 
numérateur, le reste sera le logarithme demandé. Let 
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tables ne contiennent que les logarithmes des nombres 
entiers ; ce théorème en étend Pusage aux fracticms (91, lO- 

5*. Pour élever un nombi% à une puissance , on multi- 
pliera son logarithme par le degré de la puissance; on 
cherchera le produit parmi les logarithmes ^ il répondra à 
la puissance demandée. 

6*. Pour extraire une racine d*un nombre, on divisera 
le logarithme de ce nombre par le degré de la racine , et 
on cherchera le quotient parmi les logarithmes ; le nombre 
qui s^y rapporte sera la racine cherchée. 

On voit donc que les' calculs les plus Compliqués ne 
sont maintenant qu'un jeu, pour ainsi dite : les multi-' 
plications et divisions sont remplacées par des additions et 
soustractions ; les élévations de puissances et les extrac- 
tions de ycines sont réduites h des multiplications et des 
divisions. Ces simplifications sont dues à NéPER, célèbre 
géomètre écossais , inventeur des logarithmes , et dont la 
mémoire doit être chère h tous les amis des sciences. 

89. Formation des - tables. Il s'agit . maintenant d'ex- 
pliquer comment on peut obtenir les logarithmes de tous 
les nombres entiei*s. Jusqu'ici , nos progressions 'par dif- 
férence et par quotient ont été quelconques l'une et 
l'autre, de sorte qu'un même nombre^ a une ^infinité de 
logarithmes. Mous verrons bientôt la raison qui a fait pré- 
férer les suivantes 

f^ X : 10 : 100 : 1000 : 10 000 : ..-.'. Nombres. 
«7-o.z»2i.3« 4 Logarithmes, 

o, I, 3 sont les logarithmes de i, ix> , 100, et il 

s'agit de trouver ceux de 2,3, 4v- 4^^ ^^^^ visiblement 

compris entre o et i ; ceux de 11 , 12, 99 sont entre 

I et 2, etc. On ne peut obtenir ces logarithmes que par 
approximation^ on se contente ordiitairem^nt de 7 décimales. 
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Observons que si , dans une progression , telle qu^ 
4- G «a. 4* 6* S* 10.... on' omet un terme sur 2 consécutifs^ 

ou a sur 3, on formera d'autres progressions • . . . 

-5- 0.4-8. li , ou -ï- 0.6.12 On peut donc ima- 
giner qu'au lieu de celles ci-dessus, on en avoit pris 
d'autres dont les termes étoient beaucoup plus voisins 
entre eux , et dont ceux-là faisoient seulement partie. 

Ainsi 9 concevons qu'on ait inséré entre i et xo un 
très-grand nombre de moyens proportionnels par quo- 
tient; comme on monte alors de i à 10 par des degrés 
très-serrés I ii arrivera que, parmi ces moyens, on ren- 
contrera les nombres 2,3, 4v'^- ^^^ dix-millionnièmes 
près. Cela posé , si on insère un pareil nombre de moyens 
par différence entre o et i ; ceux de ces moyens qui oc- 
cuperont le même rang que 2, 3, 4 9 seront les loga- 
rithmes de ces nombres. On raisonnera de même de 10 
à 100 , etc. 

Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de 
moyens par quotient, il faudroit extraire une racine d'un 
degré très-élevé (84) ; uiais on évite cette difficulté à 
l'aide de diverses racines carrées successives. Par exemple , 
cherchons le logarithme de 3 : le moyen par quotient entre 

X et xo est 3^16227766 et par difTérence entre o et i 

est 0,5 ; 0,5 est donc le logarithme de 3,1622.... , nombre 
déjà voisin de 3. Une pareille opération pour x et 3,x622... 
d'une part et pour o et o,5 de l'autre , doime 0,25 pour 
le logarithme dé 1,7782794 1. De même entre x,7782... 
et 3,1622.... d'uhe part; et entre 0,2$ 'et o,5 de Fautre 
on trouve pour moyens 2137137370 et 0,375. En con- 
timiant de resserrer ainsi ces limites, on trouvera. . • . 
0,30102999 et 0,477121^5 pour logarithmes de 2 et 3. 

Ces calculs sont très^pënibles ; il est vrai qu'on n'est 
obligé de les pratiquer que pour les nombres premiers; 



puisque les autres logarithmes s*cn déduisent. Maïs malgré 
cela , il en «este asses «pour «lasser la patience la plus {>er- ^ 
«éiFénuite. Aussi n^avonsHioiis ppësenté ce procédé que 
.comine un moyen de concevoir la' formation des tables , 
nous réservant d'en donner de plus expédilifs (SyS). 

90. Il est aisé maintenant d^expliquer pourquoi on h 
attribué la préférence aux deux progressions précédentes. 
Tout logarithme est formé d^une partie entière 9 qu'on 
nomme Caractiristiçue j et d'une fraction décimale : or, 

X*. Les logarithmes des nombres compris entre i y 10, 
100,... son! compris eux*roémes entre 09 1^ a,... c'est-à-dire 
que h logarithme de tout nombre a pour caractéristique 
autant d'unités que Je nombre a de chiffres entiers moins 
un ; ce qui permet ' de fixer ce nombre de chiffres , lors- 
que la caractéristique est donnée, et réciproquement. Le 
nombre 543^31 a a unités entières à son Jogarithme : e( 
3,4771^1^5 est le logarithme d'ua nombre dont la partie 
entière a quatre chiffres. On évite souvent de charger les 
tables de cette caractéristique qui y est inutile. 

a!*» Lorsqu'9n veut multiplier ou diviser un nombre par 
to« xoo , 1000 ,.... il faut ajouter ou ôler à son logarithme 
1,2, 3... unités, d'où il suit qu'augmenter ou diminuer* 
la caractéristique de i , a, 3... , c'est multiplier ou diviser 

le nombre correspondant par xo, .100, c'est ajouter 

X, a, 3 zéros ou les supprimer, enfin c'est reculer la 

virgule de 1 , 2 , 3... rangs à droite ou à gauche. Les 
logarithmes des nombres 3,4578; 34^578; 345,78; ont la 
m^me partie décimale ; seulement les caractéristiques sont 
respectivement o, x, 2,.... 

Quand nous voudrons dire qu'une quantité est un loga- 
rithme tabulaire , nous l'indiquerons par le signe L ; en 
réservant la notation Log, pour le cas où le système seroit 
arbitraire et indéterminé. 
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91. Usage des tables. Il faut avoir des tables de loga^»^ 
rithmes entre les mains pour en concevoir T usage ; celles 
de Callet, de Borda et Delambre sont les plus usitées* 
JNous n^entrçprendrons pas ici d^expliquer leur usage ; 
mais il est quelques points qui tiennent à la doctrine 
même et qu'il est bon d'édaircir. 

i^. Les logarithmes des nombres -^ i , présentent une 
difSculté : en général, (88, 4*) ^^ ^^^^ retrancher le 
logarithme du dénominateur de celui du numérateur pour 
avoir celui d'une fraction : mais lorsqu'elle est moindre* 
que un, la soustraction devient impossible. Par exemple ^ 
pour multiplier 5 par |, comme cela équivaut à diviser S 
par ^, il est indifférent d'ajouter JL | à X 5 ou de re- 
trancher L ^ de X 5; c'est alors cette dernière opération 
qu'on préfère. On voit donc qu'il faut soustraire le loga- 
rithme du numérateur de celui du dénominateur, mais qu'il 
faut employer ce logarithme en sens inverse ; c'est-à-dire 
Iç^soustraire s'il falloit l'ajouter , et réciproquement. On 
donne le nom de logarithmes négatifs à ces valeurs, parce 
qu'on les distingue par le signe •— qu'on place devant. 

Un peu d'attention suffit pour éviter les erreurs. Voici 
divers exemples propres à faciliter l'intelligence de ces 
calculs. 

,. -_ 4a,aiaxg . /s. ,„ x>o,oooa7 . 

0,04 3a, 4» 

Première opération, 

i5= 0,6989700 Xi 00= 2,0000000 
X3= 0,4771213 X4^= 0,6020^00 



X§=— 0,2218487 Xo,o4=^ — 1, 3979400 
X42,2xi=: 1,6254359 i,4o3à872 



1,4^^^872 Lx^ 2,8015272 âr=633,i8 
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Deuxième opiratiofim 

Pour trouver le nombre qoî 
répond II ce logarithme né- 
gatif, on le retranche de i , ^^ = o>69^970o 
... , ^ . X 7 = 0,8450930 
ce qai rend le fiombre 10 fois . i ,^ ,, • 

plus grand; on a 0,9269360 i^ = ^ 0,0730640 

qui répond à 8,4^^5 * donc 

«=o,845i5. 

Troisième opération* 

On retranche de 3 ce loga- L 1 00000 = S^ooooooo 
rilhme ' La? , ce qui rend le i 27 = i,43i3638 

nombre 1000 fob plus grand; ^ 0,00027 = — 3,568636a 
on ^ 0,2997756, qui répond à ^ 3^^^ ^ ^ ~ Î'5?o67ûo 
»»994a; donc « = 0,0019942. Lx ==—2,7002244 

2^. L'attention qu^exîge le calcul des logarithmes né- 
gatiCs détermine à leur préférer ce' x dont la caractéristique 
seule est négatit^e : ainsr pour obtenir L |=iX3-^£5t 
on rendra la soustraction possible en ajoutant i à la carac- 
téristique du logarithme de 3; mais il faudra soustraire i 
de Texcès, et on aura L J= — 1 -J- 0,778151 3, qu'on 
écrit ainsi 1,7781 5i3 : la caractéristique seule étant néga-f 
tive , pour marquer que dans le calcul où on fera entrer ce 
logarithme, on se réserve de soustraire cette unité. Pareil- 
lement Xo,o4=X' 4-—^ 100 = L4 — 2=2,6020600. On 
voit combien cette méthode donne de facilité pour les frac- 
tions décimales. Les calculs précédens deviennent par là 

L5 ^ 0,6989700 I £0,00037 =4743 '3^8 

on «joute et on soti»- 
tnit 3 , on prend 1m 

tten. f • . • 

3,8104546 
L 33,4' = 1,5106790 



£}s=i,778i5i3 

X 43,313 = 1,6354359 

1,4035873 
£0)04 = 3,6o3o6oo 

JLr=r 3,8015373 



Z 7 = 0,8450980 

Li = 1,8538730 
on ajoute et on 
ÔCe I, on prend la 

{moitié 
Lx 5= 1,9369360 



£* =3,39977» 
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On arrive ainsi aux mêmes résultats. Remarquez que 
dans les deux derniers exemples, lorsqu^on a eu à diviser un 
logarithme affecté d^une caractéristique* négative, on Ta 
d^abord rendue divisible en ajoutant un nombre d^unités 
convenable. Ainsi , pour prendre i X I , on a mis X 4 
sous la forme — 2^- XfSSSëyao. On ne doit pas négliger 
cette précaution. 

3*. On abrège beaucoup les 

opérations par l'emploi des {* ? ~ -'^J^^^J*^ 

,, ,j lit' O* X 5 = i.Soioooo 

Complémens; le calcul ci-con- £ 4^,^;,, ^ ^ , ^6254369 

tt-e se rapporte au I«^ exem-' O* Xo,o4 = 1,3979400 

pie ci-dessus : pour prendre L x srz^I^ftoïSljz 

le logarithme de | , on a 

ajouté X3 au complément de £ 5 (^voy, n". 10). 

4^,11 convient de simplifier les expressions avant d'y 

appliquer le calcul logarithmique ; ainsi , notre premier 

i M •. ^ * 3.422,12 . 

exemple se réduit a x = : et si nous avons 

^ 2 

préféré traiter la formule comme nous Tavous fait , c^étoit 
seulement pour mieux faire voir le jeu des logarithmes 
négatifs. 

5**. Soit demandé le logarithme d^un nombre qui excède 
-les KmitQs des tables : c'est ce qui a lieu, par exemple, 
pour celles de 'Callet, qui ne vont que ju&qu'à 108 milles, 
lorsqu'on .v«ut le logarithme de 5487344- ^" cherchera 
d'abord le logarithme de 54873,44 ^^"t la partie déci- 
male est la même , et pour cela , comme au logarithme 
de 54873 correspond dans la table 7390587 , on fait 
alors cette proportion : « 

I (^diff', entre les nombres) est à 79 (^dt/jf. entre les 
lo^.de 54873 et 54874) €omme o,44 idijjf, entre 54878 
,et 54873,44) '^^ à x; d'où «!=:ro,44 X 79 = 35 qu'on, 
ajûjile à la partie décimale de X 54^73 1 et on a 7393622: 



f 
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il est inutile de remarquer que ^9 et 35 tiennent lieu 
dans notre proportion, fle> 0^0000079 < et .de o,ooooo35. 
Il ne reste plus qu'à mettre la caractéristique convenable j 
d'après la place de la virgule dans le nombrv proposé. 

Cette, règl^ de Iro^^ , qui suppose que les nombres 
croissent proportionnellement à leurs logarithmes^ est visi- 
blement fansse : mais .les- nombres 1 , lO , lop ayant 

o, I, 29... pour logarithmes, ceu3^ des nombres de i à 10^ 

de 10 à 100, se partagent inégalement entre eux une 

unité ; d^oii il suit que plu8 les nombres &ont grands et 
moins les logarithmes consécutifs diffèrent. Les nombres 
de cinq chiffres doivent donc avoir pour leurs logarithmes 
une même différence, du moins durant une certaine 
étendue , et en se bornant à 7 décimales ; aussi voit-oa 
dans la table , qu'environ 100 nombres consécutifs ^ 
voisins de 54<873, ont 79 pour différence logarithmique. 

6^ Pour trouver le nombre qui répond au logarithme 
1,739362:2, on voit d'abord qu'il tombe entre les nombres 
54873 et 54874; et que k différence entre ce logarithme 
et celui de 64873 est 35 : ainsi, ep supposant 8 unités 
entières \ la caractéristique du logarithme proposé, il ré* 
pond à 54873 augmenté d'une fraction, qu'on obtient en 

renversant la proportion ci-dessus. On a donc — = j 

d'où jr=r^ = 0,44 i c^ F,73936aa est' )e logarithme 
de 0,5487344* 
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LIVRE SECOND. 

ALGÈBRE ÉLÉMENTAIRE, 



CHAJPrTBE PREMIER. 

CAlÉCiri.S AUÉBatQITSS. 

I. Notions gininUês. 

92. On ne considère en arithmëtiqae qaelesgran^fars qai 
•ont données par des nombres ; mais lorsqu'on vent con- 
server aux quantités une forme générale qiû paisse ton» 
venir k toutes les valeurs, et que pour cela on les 
représente par des lettres abc.,,, elles deviennent du do- 
maine de l'algèbre. Le but est alors moins de combi- 

"4 

ner des nombres pour en déduire le résultat , que d'ob» 
tenir des traces dn calcul qui le donne , afin de le 
MmpKfier et d'en tirer des règles qui conviennent à tous 
les cas d'une mime question, qurh que soient les nombres 
qui y sont donnés. Cherchons , par exemple , le nombre 
dont le triple soit égal ii la moitié de ce nombre ajoutée 
h xoo. Voici comment on raisonnera 
.3 Jbis l'inconnue égale 100 plus la moitié de l'inconnue 
retranchant de part et d'autre la moitié de l'inconnue 
3 J'ois l'inconnue moins sa moitié égale 100 
d'oà f Jois l'inconnue égale 100 
et divisant (5) par f , ou multipliant par ^ , 
l'inconnue égale ^ de 100 ou 40. 

Au lieu de cela, l'algébriste représentera l'inconnue 
par X et traduira ainsi ces raisotmemens , 
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3^=iDO-f-:x, 3jr--i^j;ou|»=:ioO). orsf iooz=4o, 
tt s*il met « aa lieu de too , il aura 

Il verra donc que le noofibre dont le triple est égal k 
sa moitié ajoutée à une quantité donnée | quelle qu'elle 
soit , est les | de cette quantité. ()^<>y. pages 12a et 124). 

La manière de démontrer Us théorèmes peut encore 
différer Leaacoup en algèbre et en arithmétique. Veut-^ 
on prouver une proposition? On prendra en arSthmé-* 
tique un exemple numiSrique quelconque^ et on procé- 
dera de manière k conclure que le principe à lieu , non-* 
seulement pour T exemple individuel sur lequel on a 
opàcét mait ^core pour tout autre. On fer^ donc un 
raisonnement général sur un êxemph particulier. En al- 
gU^re, au contraire, on prendra un exemple formé de syih- 
boles asset généraux pour les représenter tons, on pourra 
raisonner d^nnt manière qui lui soit particulière , et sou-» 
vent les combinaisons seront purement mécaniques. Cest 
ce que la anite expliquera mieux (io4;« 

93. Convenons donc de représenter les quantités connues 
par des lettres a, b, c, , 00 ceux des nombres donnés qui 
servent de base k ces raisonnemens et de la grandeur des- 
quels nous voulons rester maîtres de disposer ensuite. 
Si s est' la somme des quatre nombres aie et J , nou9 

écrirons ic=a-^^^-c-4-J* 

js=a + «-f-« + a, se réduit à 1= 4xar, on aim«- 
ptement = 4« , en Atant le signe de la multiplication qui 
devient inutile. Le chiffre 4 ^e nomme Coefficient (^), 



(*) On doit bien te i^arder de confondre les exposant avipc lef 
ooef&cienf > «m P' eitmplc , STec 4^ : les expoMns indiquent k 
multipUaition réitérée' d^une quantité par cUe^mêns^ les coeffideni 
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Si le notntrc a doit être répété i; S, 7;.;.- n fois, on 

écrira 2.a ^ 5a, ja* >lii. De ihême. a X0 :£=:.p*.;-on 

désigne para^ a?.... a'* que a est 5 , 7^... /i fois facteun 

On nomme Terme toute quantité séparée 4^une ax^tre 
par le signe -^ ou — ; le Binoine a deux termes , tels 
sont a-^hyOC — /^b ; le trinôme trois, tels que a -{' b~c^ 
ad — i^h — ahc ; lé jfofynome etifin a plusieurs termes 
dont on ne désigne pas le nombre. 

Le trinôme a — b — c désigne qu^après avoir ôté 5 de a , 
il faudra encore retrancher r du reste ; ce qui revient â 
a — \b -f- c) ; « — i — ^ est visiblement égal à a— a1& ; 
dé même a^^b — 33 — a^ = fl — 63. 



». 



: 2. De fa Réâàctiùn , VAddidùn et U Soustraction. 

• • • 

94* On appelle Réduction ^opération * algébrique q[ui 
tend à ^4unir plusieurs termes en un seul : mais il faut 
pour cela qu^jls ne diffèrent que par les signes et les 
coeffîciens, et qu^ils soient formés dq^ mêmes lettres 
affectées des mêmes exposans. ^ — axib -— . 3 , 3<i' — 2tf » 
ha^b* 4- ua'^b^ — 33*, sont des quantités irréductibles. 
On verra aisément que 

iLa — 33 <4* ^ "T*. ^ + 33 ::^Za. — rc 
33 +.3/1^ "-^ 53 — 3«w -{- ac + <^; =^ <Z . -r-a^-. 
En général , on ne prend d\ibérd çué dfux termes semr 
hlables^ et la- réduction ûe frappe que^ leurs. Coe(f\ciens ^ 
c.-à^,^ quon les ajouté* lorsque -leurs sf fines, sont les mém^y 
et qu'on les retranche s'ils iont différeHs 'i on donne en- 
suite au résultat le signe commun dans le 1 «'. cas ,■ et 

en marquent Fadditioa , a ±:a^,a.a^ /^a^M'tar^a'^a : lî a rs* 
«jpréieQte le nombcs 5, «fzsôaS et ^ass^o» 
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le signe du plus grand coefficient dans le second. Les 
lettres et leurs exposans demeurent d^ailleurs les mêmes. 

On doit attribuer le coefficient i aux termes qui n'en 
sont pas pourvus ; de sorte que ^ et or soient rempla- 
cés par, \b t\ lac. 

A proprement parler, H n^y a en algèbre ni addi-^ 
tion ni soustraction , mais bien upe réduction lorsqu'elle 
est possible ; Taddition et la soustraction restent encore 

3i exécuter dans a 4* ^ ^^^ — ^' 

Ainsi pour Ç^ire Taddition ci-^ 

contre , on n^éprouyera d'autre ^* i ^*^ "^^ ^^* 

embarras que CeTui de la réduc- * a^~ Ak \ « 

tion aprèi avoir attribué aux ;: •^- — ; — -rr 

;F ^ iia^r^sAc^Li 

premiers termes le signe -f- 

9$. Pro'pôsons-nous de soustraire h — c de a ; il est 

certain qu'on ne changera pas la difTérence cherchée , en 

ajoutant e \ ces deux nombres ; ainsi 

<» — (^ — €) équivaut, à « + tf — h. 

On voîl en effet que si on ajouté (4), fl+c — b à ^-7- c, 
bn retrouve a. Donc , pour soustraire un polynôme il 
faut en changer tous les signes , et rédiiire , s'il y a lieu. 
Par ' exemple , 

1 

i^ab — 3^ 4^^'~"3^'"+" ^^ Sfl* — Zac 

^,(^fl^— ,6^g) — {^ah — c^ — a^f) —(2 a* — ^ac') 

/^a^-r^bc J^ab — 3<:*-|- bc Sa* — '6ac 

— 2ab'\'Sbc — ûA-f- c"* •^a.bc — aa^+Zac . 

3tab-^3èc ' Soi— ar'-f 3*ir 3^' " 



On remarquera que malgré que le premier terme ne 
porte souvent ancon signe , il faut alors lui attribuer le 
signe -f* 9 >fin de rendre applicable U rigle dnlessus k 
et terme comme enx autres. Cest ce qu'on fera aussi 
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dans la multiplication et la division, d'après le Tnémtf 
motif, 

3. De ta Multiplication, 

g6. La multiplication présente -deux cas : celui des rao* 
nomes ne donne lieu à aucune difficulté : car soit 4^6 x Scd^ 
en changeant Tordre des facteurs, on a i^S.ab.cd ou 
20 aàcd; s'il y a des expo^ans comme à* x ^% en re- 
venant aux principes , on trouve aax aaa ou aaaaa:=r.a*^ 
de sorte qu^on a «)outë les exposans a et 3 : de même 
8 «' *^ X 4. «* ^ ^= 3a tfî 6^. En gënë/al , pour muUipUer 
des monômes 9 tm maîtipb'era leurs eoe(ficiens t en ajou- 
fera les exposons qm affectent les mimes lettres; enfin , on 
écrira à la suite les unes des autres les lettres différentes. 
On attribue V exposant i aux lettres qui n'en ont pas» 

Multiplions maintenant n-f-^ par ^-f J, 

°' "J"^ ce qu'on indique par (/i-f-6) (^^^d)- 

■ ' ■ Il est évident que pour répéter a -j-^ *"" 

il faut prendre a + ^ ) ^ fois , puis Jfois, 
et ajouter. Mais aussi pour prendre c fois a-f»6, il &ot 
multiplier séparément a et ^ par c , de sorte que . * • 
(fl-|-3)x i? = tfc4-^, (a^i)xif =;aJ-f-M, ceqoi 
donne le produit ae^he^ ad'\' hd. 

.Pour multiplier a^-h par c^d^ on 
^ "^^ multipliera d'abord a— -^ par c. En pre- 
nant le produit ae et a par c, on est 
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'^adA-'hd supposé avoir ajouté c fois a\ mais il 

falloit multiplier a-— 3 parc : on voit 
que chaque fois qu'on a ajouté o, on a pris.4ine quantité 
trop grande de h unités , de sorte que le produit ac doit 
être diminué dt h pris autant de fois qu'on a répété 4 9 
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•Q c fois. Otons donc ^ de oc ^ et nous aurons .... 

'^ '^ Mus au lieu de répéter c fois a — 5 , il ne falloit prendre 

tf — ^ que ('c«— i/) fois : on a donc pris d fois de trop 

(a — b); ainsi du produit précédent a c> te,, il faut retrancher 

celui df -* 6 par d^ on ûd — U f ce qui donne (c^) 

luifcP (« — *) (^ — J)=:«^ — Ac— flrf + W. 

,t^xy ^ multiplication de tout polynôme peut toujours. être 

c^^^J ramenée k ce dernier cas« en cepréscntant par o et e 

^^ {1? les sommes des termes positifs de chaque facteur , et par 

^000i-r 5 et J celle des négatifi } on retombe ensuite sur le pre- 

. ^ t0 mier exemple. Mais en suivant ce qui vient d'être dé- 

f m^ reloppé , on verra que chaque terme du multiplicande 

^i||» a été multiplié séparément par chacun de ceux du roui- 

^,f tiplicatenr : en outre quand les deux facteurs partiels 

^n^ monômes ont eu des signes différens , leur produit a eu 

Qj^im. le signe -— , tandis que dans le cas contraire on a mis 

> /fj.1 G>ncluons de là que U produit de deux pùfynomês se 

^x^\i trome #» nuJiipliani eha^ terme de l'un par tous ceus 

^(i. de Vautre , en smeani la règle donnie pour les manemes; 

• ji puis en prenant chaque produit partiel négatii^ement lonfuè 

see Jaeteun ont des signes eotUraires , et positivement 

^ lorsqu'ils ont de mêmes signes (^tous deux 4^ ou tous 

J ^,' deux — ) (^. On doit affecter les premiers termes du 

signe ^ , lofMpi'ib n^en portent aucun ^ comme n^. gS. 



C U: («) On A •"**TF*f ée dire que U mnltiplicatioa eompoite 4 ^^^ > 

, f pov les ooeffiôeni , les lettres , les npoiaiis et lee lignpi. I et pre- 

p, vàènà oot été donaéet povr lee memoÊttm s U qatmènie s^énonoe 
aînii -i-X+ss-f-, •♦-X — ou— .X+ss — , — X— = +. 
Il ecngJile alori éciangi aux oreiUes pen fiulet an UngRge al^âniqne 
À'^mUnàn dire fut — X *-> douM «f- f Tcefèos de doute qu'oto 
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. Voici quelques exemples de la ronitiplication dei 
nomes : 



polynômes : 



— 3cJ-f ^ 4fl' — *v-f 4*^1?— 4M 

Mi l I '^ * ■■ ■ ■ 



û -f- ^ / a -j- b a - — ^ 

a^ + û3 a^ •^SLà'b + ab^ «*+«* 

Ces exemples nous fournissent des remarques ihtéres^ 
santés. 

I**. Le carré de (o-f-i) est û' -f- a a^-f"^'» comme n*. 6i. 

a». Le cube de a -{- b est «^ + 3 a'3 + 3 <i3' + ô* 
.comme n*. 67. 

3". De (û+^i (tf — i)=fl» — ^'^ on conclut que 
ja somme de deux quantités multipliée par leur différence ^ 



éprouve tieni au vice du langage , car il est absurde de préteudre 
multiplier un signe par un autire ^ il ne £iut donc pds attacher un 
sens rigoureux aux termes dont on se sert , 'qui ne sotit obscurs 
que parce qu'on sacrifie la correction de Fénonoé au besoin de 
Fabrëgrr pour en faciliter Tapplication. G: n^est donc pasz^ — quVn 
hiultiplie par •— , pas même -^b par -«é7, nuiis bi«n a-^b par 
c-^tl^ et la logique la pins exacte conduit au résultat que nous 
avons donné En tm mot on ne doit pas appeler Iç piincipe dont 
il s^agit la Jlègie des signes , mais biesi la Hègle de la multiplia 
cation des polynômes ^ c'^est ee qui nous a déterminés ^ donner Mi 
théorème Ténoncé ci-dessUs préfétablement à Tautce. 
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ianne pour proâtdt la différence de leurs carrés ; • • • . 
(7 + 5)x(7 — 5) = 7» — 5% (ra 12.2 = 24. 

4^. Il est facih; d'en conclure la forme du produit de 
m facteurs binômes (x-f-a) (x-f-^) (x-f"^)*«»-Ç 
en effet, pour 2. ou S facteurs, en obtient le produit 

x-^abc 



±*^a x^ab 


x^ + a 


a:*- 


^ab 


+ à 


+ à 


- 


Lac 




+ c 


.- 


Lbc 



Or , il suit du procède même de la TAultiplicatlon que 
!• les divers termes ne peuvent éprouver de réduction 
entre eux ; en sorte que les lettres abc ...: n'ont ni coef- 
ficiens numériques ni exposans. 

2^. Le premier terme est le .produit de tous les pre- 
miers termes , et le dernier est le produit de tous les 
seconds termes des' facteurs : entre ces extrêmes , les 
exposans de x vont en décroissant d'une unité de terme 
en terme , en sorte que le produit a, en général , ia. 
forme ' * . 

xT' + Ax'^' + jBx'^' 4- Cx'^^ -f- abcd. . . . 

3^. Tous les termes doivent être composés du même 
nombre m de facteurs , en sorte que \e .coefficient A de 
âr^~'ne doit pas contenir les lettres .a6<r... multipliées entre 
elles; que celui B de x'""" doit être formé de produits 2^2 
de ces lettres ^ x)u ab ac bc , , , 

4**' Si la lettre a entre d'une manière quelconque dans 
Tun des coefliciens AB,,.^ tontes les autres lettres 3 e .... 
doivent y entrer de la même manière, puisque le pro- 
duit ne doit pas changer en mettant a pour h t\ If 
pour a , çtc. ; donc ( Vuy, n*. 479» ) 

A est la somme de tous les seconds termes des binonœr; 

B tst celle de leurs produits différens 2 ^^ 2 ; 

C cetie de leurs produits différens 3 ^ 3 y etc. 
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que dans les restes successifs, il est convenable d* On2e>//R#r 
le' dividende et le divisent; c^cst-a-dire, de placer, comkne 
on le Voit ici , au premier rang le terme où a porte le pins 
haut exposant; au second rang, le terme où a a Texpc^sant 
îmmédiateiTienttnoin^rfe; ef ajn^i de suj.^ 






'!•'. reste. iQû'^'-rr^^^'^'r— 4^^^^+^^A^'^4^^* 
r^i o a*b'~\-'2Sa'iA^ 10 ab^ 

a*, reste — ^a^b^-\-ioab^ — 4^ 

3*. reste . • • . •. *.f*<'t *# ••^» «o 

m 

On voit qn^après avoir jlivisé ^a^ par sci*, on a tHukî- 
plié tout le diviseur par le quotient ]^artiel 20^, èl re- 
tranché du dividende, ce qui donné un premier reste» 
On divise de noayeau 10 a*b^ par 2a'^, on multiplie le 
diviseur par ce second quotient Sab^ ^ et on retranche 
du premier reste , ce qui donne nti -second reste. Enfin 

— =: — a 3^ .complète ^e quotient parce qu'on ne 

trouve plus de reste. 

Lorsqu^on est conduit . comme ti-dessus , à diviser des 
termes , qui .ont. pouc signes , Tun -f- , Fautre — , on 
donne au quotient le signe — , afin que, dans la multipli- 
cation , on reproduise le premier tc^pne du dividende avec 
son signe. Si les termes à diviser eussent été négatifs Fun 
M Tautre , le quotient auroit eu le signe -f-. II faut prendre 
ceci 6impl«ment comme un fait de calcul , sans chercher à 
expliquer èeqùe peut signifier la division de deux termes 
qui ne sont 'pas positifs ensemble ; en effet, il ne s'agit ici 
que de trouver un syst^fi^ de termes , qui multiplié par le 
]divi0eur,d'â()rc»;l/e$ràg|es connues, reprodoisf le dividende. 



hs ordonnera par rapport -à une mééne lettre , on âmser» ' 
les premiers termes entre mex i ^et b>i iaità "un t^i^Më diâ 
quotient} on le multiplmPa- par le dkisélàr, et on retrah^ 
chera du dividende : puis , on traitera le teste de la 
même manière. On pràtbquejri^ poUr tes divisions partielles 
!a règle des signes de la multiplication. Enfin , on poussera 
Topëriiîon, |«squ*S c^-tj^ê^'kktirè^vaivtfii iatjnelte on a 
ordonné ait un exposant moindre que dans le diviseur. 

Il est bien entendu qu^bn pourroît ok-donner par rap«' 
port à b^' 6û toute ^titre lettri^ cortimune ^ux 4eux fac- 
teurs'; et tnêtne dire du piut petit exposant,' toiit te que 
nous aTôm dit du plus grand.' 

99* ^^us mettrons ici deux autres e'xetnples. de division. 

) i ' j, F * * • • 

g»*.,H$pt — rlH»^*t-6«'^' — iab^r+^S^ 

j . +;ta^b^2a'b'— ab\ , - 
a«. rc^le — ^à'b' — i^aP-hab^ 

' +4b*i*+4dfc^^2M 

I . 1 .1 

3*:. reste...;, é... •'.;.;•. ... o 



flS _^s i a—^ 






4 



— ^ +^^^ i a^+a^b+a'b-^ab^-^b^ 

x« reste. a'*b — b^ 

— a^b-^a^b*^ _ x - _ j ^ j ; . 

a*, rc&re... ... a?^' — ^ ' ~- 

—a^b^+a^b^ 

3*. reste a*A^ — îi^ u- . . 

— a^b^^'ab^ . .,♦. : ""' 

4*. reste ab^ — b^ -^. 

5*. reste t ...o 



■ y 



£n suivant arec attfntion^ là iftarcbe Je fie^emplc {fr^ 
cëdent , on Toit qu^ ^ir du ^i^icaU «a^poe^ 3|m k» 



k 



\ 
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cxposans de a doivent décroître , et ceux -de b croître , dans 
chaque rçste et. dans chaque quotieiiU Ainsi, a\*^ b^ est 
divisible exactement par a — ^ ; on a 

a — b j 

a — I 

«es remarques nous seront utiles. 

100. On rencontre une dîfEcuUé sur laquelle il est boa 
d^étre prévenu; car lorsqu^il y a plusieurs termes, ou la 
lettre suivant laquelle on a ordonné, porte le même ex- 
posant, quel est celui qui doit être écrit le premier, 
et que devient alors la démonstration que nous avons 
donnée? Avec une légère attention, on verra quMl si^ffit 
de mettre dans les termes dont il s^agit, la lettre avec 
son exposant en facteur commun, et entre des parenUièses 
la quantité qu^elle multiplie. On doit regarder alors cet 
assemblage, comme n< formait qu'nn seul terme. Si on a , 
par exemple, 4^^**^4^^^ + ^f* i on écrira. ..... 

. Un exemple fera voir plus clairement la marche qu'on 
doit suivre. 

i2b-c)(b+c)i^b—(ib^+ bc+c')a b^+(b+c) ^ab^-^b^ 
^{ab-c) ^b+c)d^b+l b^+ ate^-cQ q^b^—lb+c) ob^ 

— (a*— r) a'35 -^(,b+c) a^4— * 
+(a*— c) a*b^—lb+c)ab^^^ 



on regarde (4^**^4^ + ^*)^ comme ne formant qu'un 
aèul terme, tàaÀ que (a^— -rja'; le quotient de ces 
qoaiiti^i CM ( a à'^s}^. Le calcul s'achève à l'ordinaire. 



On rerra de même que le qocUent 4e 
divisé par d?— -a, est 

La loi est facile k saisir ; le reste est 

iT -f-^fl*^« -f ^^•''-* .4.. . , ,4. to 4. tf. 

5. D#i Fractions. 

101. Tout ce qui a été dit des fractions numériques f 
doit se dire aussi des algébriques. Ainsi 

1*. Pour désigner que Tunité est divisée en b parties 

égales dont on prend a parties, «on écrira -^-f comme 

ù on avoit, a i diviser par b , parce que 1^ produit de 

— X if tst égal au numérateur a (ag et 3o) ; 

a,\ -X — 2= -T-qael que soit m (5i) ; réciproquement 

si -7 cit irréductible , et si -r* ss --- , a est multiple 
de c, M'«st de J, et on a as=zmc ^ bi=zmd; (33) 

Le signe db s'énonce plus ou moins. 



• 
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8^ Soit p la période d'une fraction décimale composée 

de n chifTreSy et <Jue nous écrirons àmà^6ôz=:zOj ppp 

mutlipliant par lo", il vietidra lo^x = pfppp,.,. soxi&^ 

P P 

trayant, on trouve xz= — — r = — - , comme 

ïo' — », 899-. 

n®. 5a. 

102. Les propriétés des nombfes se démontrent avec 
bien plus de facilité par Falgèbre. 

* ' i\ Divisons deux facteurs F et F' par un nombre quel- 
conque 71 , et désignons par ç et g' les quotiens , et par 

T et r' les restes : on aura (98), jF=:yii-f-r, • 

jF' = y'ii -l-r'; d'où FF' :^qq'n^ + i^nr^ qnr* -i^rr' i 
divisant cette équation par /i , on voit que rr* doit donner 
le même reste que le produit FF' , ce qui prouve le 
théorème de la note (28). 

2\ Soient de b a les chiffres successifs qui représen- 
tent un nombre A dans le système de numération qui a n 
caractères. G^nroc un chiffre vaut n fois p)us que s'il 

occupoit la place qui est à sa droite , on a 

A =z a -\- bn-^^cn'^ -^ dn} -\^ on trouvera donc aisc- 

nent la valeur de A^ lorsque a, &,£...... et n seront 

connus. 

Réciproquement, poîir trouver les chiffres ch a qui 

expriment un nombre donné A , ou dîyi&era^.yi^ar F échelle 

n du système de numération ; le reste a sera le chiffre 4 

droite. En divisant de iQême par n le quotlentN. 

^4-cii -f-i^*-}- le reste b sera le second chiffre, etc. 

tout ceci est d'accord avec ce qu'on connaît (note n.** y. ) 

AB 
3*. Supposons que P étaiit un nombre premier , - 

soit entier , et que A ne sott pas divisible par P. Le 



Commun àivi*ur de B êl -P est i , cle sorte qu^cn ié^ 
signant par Q Q' Ç".... les quotîens, ei R R* A^.... t 
les restes successifs, on a 

A 
MukîpUons ces «quatîons par ^-^<y fious aorooft 

jp 

JRQ' ^ y/A' 
^ = ' ■ p' ■ -r -p"'» 

Cotnme on suppose AB «livisible par P, la première 

prouve que AR IVst aussi ; dans la seconde — —- étant 

AR' 
«kitîet , 1 ■ ^ Test pareHlement : il en «st ide même de 

^/î^ , , . . ., j, . A X t A 
« — s; — dans la troisième •...• et enfin de 3 — ou --^ 

^ . . . P P 

dans ia demîërev Ainsi lorsqu'un produit AB «;< disnsibh 

par un nombre premier P^ i'ii/i des /acteurs eu inomi 

test lui-même (33, i*. ). 

On peut fonder sur cela la théorie des irrationnelles ; 

•t ^N n'est pas un notnbre ecAier , N étant entier , on 

ne p«ut trouver exactement ^N en nombre frac^ 

ûonnaire — . Car alors on auroit -^ c= JV, ce qui esl 

labsurde puisque -j^^tsi irréductilbte quand — Vtsi(yoy\ 
n*. 63). On en dira autant de y^iV,...^ 

On dit qu^une fraction — est approchée de ^JN' i 

Mioins de — p quand N est compris entre son carré tt 
u « 
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celui de ^±i, ou quand ^<N< Sf±2)L. Or 

9 r r 

V^JV = -iî- = -^^-^ — ■^-^ ; comparant a — , on roit 

9 9 . ^ 

que X est la racine de Nq"^ en nombre entier (63). 

io3. Lorsqu'on a deux polynômes A et B-^ on peut se 
proposer de trouver le produit de tous leurs facteurs com- 
muns , c^est ce qu'on nomme en algèbre leur plus grand 
diviseur*^ commun. On pratiquera ici la même règle qu'en 
arithmétique (35) ; car si A «st divisible par B , en dési- 
gnant le quotient par Q , on aura A=BQ , et il est visible 
que B est le plus gtfind ccnnmun diviseur cherché. Mais 
s'il y a un reste R , alors A = BQ -f- H ; en divisant 
|>ar un nombre quelconque D qui soit di\âseur'des deux 

A B B 

péAynamjBS A^ B on 5 et H , on a — =±: -yj x Ç + — J 

ce qui prouve qUe iD divise aussi. le troisième R-euA ; de 
sorte que tout diviseur de ^ et jB l'étanfaussi de £ et iî, 
çt réciproquement , la question est réduite à chercher 
le plui^ grand commun ^liviaeur entre B et R, .Le rai- 
sonnement s'achève de môjne. 

Lorsqu'on veut appliquer ce calcul , on -reconnoîl 
bientôt qu'en algèbre il doit éprouver des modifications : 
car soient Ka* et ka"" y le 'premier tertn« ie-'Â et celui 
de jB ; m. n'étant pas << n , celui du qubttent Q ser^ 

•_ a'"—" , et il faudra que K soit multiple de Ar , 

puisque la force de notre raisonnement repose principa- 
lement sur ce que le quotient Q doit être entier. Mais on 
remarquera que 

i". Lorsqu'on multiplie ou divise Tune des deux quantités 
A et '^ par un nombre^ qui n* est pasfacteuf de V autre ^ 
^n n'altère pas leur plus grand commun diviseur 'D* Ca^ 
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si y^ et jB sont de la forme aD e\ bB ^ a ti h n^ayant 
pas de commun diviseur, il est visible qu'on peut sup« 
primer a, ou b^ ou quelques-uns de leurs facteurs sans 
que D cesse d'être le plus grand commun diviseur de 
ces quantités. On peut aussi multiplier la première par un 
nombre quelconque p premier avec b , etc.... 

2**. Soit un polynôme A^û'^-f-ia'»-» -f- ; si on lé 

multiplie par b^ on a bKa"^ + bLa"*-^ + or, il ne 

pourra y avoir aucune réduction, tant que b sera in- 
dépendant de 0; donc pour qu*uH polynôme soit dmsibé& 
par b , il faut çue chaque terme le soit en particulier. 

D'après cela, on cherchera tous les facteurs simples de 
K ei k; puis prenant l'un d'eux, il se présentera troi^ 
cas. i^. S'il divise tous les termes des deux polynômes, il 
sera l'un des facteurs communs indépendans de j:. On 
sera même certain de les obtenir tous par cette voie, pui^ 
qu'ils sont nécessairement compris parmi les diviseurs de 
K et fr. On supprimera ces* facteurs k mesure qu'on lés 
rencontrera , en se réservant de Les introduire ensuite 
comme multiplicateur du plus grand commun diviseur des 
deuk quotiens , sur lesquels il ne s'agira plus que d'opérer» 

2^^, Si ce làcteur divise seulement les termes de l'un 
des polynômes, on pourra exécuter encore cette division y 
le commun diviseur n'en sera pas altéré, et le calcul sub- 
séquent en sera plus simple. 

3*. £nfm , si ce facteur ne divise ni l'un ni l'autre des 
polynômes, et qu'il appartienne k k, on multipliera tout 
le dividende Ka** -J**-** P^'' ^^ facteur. 

On remplacera ainsi les deux premiers termes A^o"*, 
Ka", par d'autres sur lesquels la division pourra être 
faite exactement , puisqu'on aura supprimé les facteurs 
de k qui s'y opposent, ou qu'on les aura introduits dans JT. 
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On devra en faire autant pour chacune des divisions par* 
tielles c}ii^exige Tapplication de notre règle. 

Soit proposé , par exemple , de réduire la fraction 
:i--: :^— :: — =- — a la plus Simple expression. 

Les facteurs simples des coefficiens 6 et 12 des premiers 
termes sont 6 = 2x39 i2 = 3x2X2- On voit d^abord 
que 2, divise le numérateur seulement , 3 le dénominateur. 
Après avoir effectué cette double division sur les premiers 
termes, ils seront 3a^ et J^a^ : il faudra donc multiplier 
celui-là par 4 9 ou plutôt le numérateur par 2 , pour 
rendre la division exacte , puis diviser le dénominateur 
par 3 €t chercher le plus grand commun diviseur de 

la a^ — i2a'*y -+- ^ay^ — 4j^ ^^ 4 <*' — ^^y + J^'* U"® 
première division donne le quotient 3 a et le reste. . . 
3ay 'j' ay^-^^ ^y^. Pour rendre de nouveau la division 
possible y on multipliera ce reste par 4 î on pourra aussi 
supprimer le facteur y et le dividende deviendra .... 

la fl"* -+- 4 û^ — i^y'^' 

Une seconde division conduit au reste ig^JX*^ 'SJ'*» 
qui doit être pris pour diviseur de 4 ^* — ^ ^ +J''- ^w 
supprimera les facteurs 19 et y datis ce diviseur, qui 
devient « — ^, et qui divise exactement ; o— y est donc 
le plus grand commun diviseur cherché. La fraction pro- 
posée se réduit à J^ .. Voici le calcul. 

laa — 3jr 

^y+ ^'- ^ 137+3 ) or^ com. dlv. 



^^+J^' ("4^ 



,On verra de même que la fraction 
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commun diviseur de ses deux termes 2 a* -{-^ab — b^ ^ 

2.0* — 2.ab -{r l^ 



et se réduit à 



3a' — o^ — 2^* 

54û»i — ^4^3 



De même pour la fraction --—:■ „ , . , ^ ., 

on verra que 3^ est le facteur commun indépendant 
de a ; supprimant ce facteur dans les deux termes , aîn- 1 
qne 2 au numérateur , on est conduit \ chercher le plus 
grand commun diviseur entre 9 o* •— 4 ^' ^^ * • • • 
iStf^ + a^b — 3 ab"^ -|- 2 ^. On trouvera qu'il est 3a -f- 2^ 3 
ainsi 36 (3a -f- 26)- est celui qu'on cherche ,, et la fraction 

se réduii à ^ , -—• 

5a' — 3ai + 5» 

On ne doit pas oublier qu'ici, comme^au n* 100 , 
faut regarder les termes qui contiennent une même puis-* 
sance de la lettre par rapport à laquelle on ordonne, 
comme ne faisant qu'un seul terme. C'est ce qui a lieu 
pour la Traction 

g» (3»_g>) —àb (26^+ bc—e') + ^H^ -f * 

a^(6'+26c+c')— a»6(26' + 36c + c')+a6^(6+c)' 



La considération des facteurs de &'— c' et 6'* 4-2 dc-|-c', qui 
sont les coef&ciens des premiers termes , fait bientôt reconr- 
noître que (6+c) est un facteur commun indépendant de a. 
£n le supprimant, on cherche le plus grand diviseur entrA 
fl»(^-_^)— «6(a 6— c)-f 6» et a^H-^)— a'ô (2*+i:) f o^*, 
qu'on trouve par le calcul être a — b; ainsi celui àfi^ deux 
termes de la fraction proposée est a(d-f-c)'^6(.6-j-c)lf. 

\\ ' I • 1 ^ (^' — O — ** 

•Ile se réduit a — 7-—- — ^ , ■. 

a'C^ + c)— ad» ' 
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CHAPITKE IL 



DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 



I. Premier degré à une seule inconnue. 

io4' Le degré d'une équation est marqué par la plus 
Iiautc puissance de Tinconnue qu'elle renferme ::Vy y^ ^... 

désigneront les inconnues, a, b, c les données. Ainsi 

ax-\'hz=zcx est du premier degré ; ax^ -^ bx=:c est 
du second ; x^ ■+;?x' + ^x = r est du troisième , etc. 

Pour résoudre un problème proposé , il faut d'abord 
exprimer par une équation la liaison qui existe entre les 
données et les inconnues : cette traduction du problème 
en langage algébrique une fois faite , il faut Résoudre l'é- 
quation, c'est-à-dire, dégager l'inconnue de tout ce qui 
l'affecte, et l'amener à la forme x^zA*^ A thXhi valeur 
cherchée. 

I. Par exemple , un père a 4 foîs l'âge de son fils , 
la somme des deux âges est 4^ ^n^ \ q^^^ ^^^ ^'âge de 
chacun? Soit jp Tâge du fils, 4^ sera celui du père; ainsi 
x+4* ^^^^ f^î^c 45 ans, d'où 5a;=45. Telle est l'équa- 
tion qui dans notre problème exprime la liaison de l'irji- 
cotinue aux quantités données S et 45^ H faut maintenant 
la résoudre , ce qui se fait en divisant le produit 4^ par 5 ; 
1« quotient 9 est l'autre facteur (5) ; ^ =^ 9 donne 9 ans 
pour l'âge du fils et . 36 ans pour celui du père. 

On voit ici bien distinctement les deux difficultés qu'>offre 
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Ipnt probUme ; poser réçuaiion et la résoudre. Nous aIloii& 
nous occuper de ces deux objels , en comiuençafit par le 
second. 

io5. L^toconnue ne peal éire engagée dans une équa-« 
tion du premier degré ^ que par addition , sousu-action , 
multiplication et division : void les règles qu'il faut pra-« 
tiquer pour la.dé|^ger. 

1®. Si hs coeffieiens des termes inconnus sont fraeti<m-^ 
naires, muhipUez toute Vitjuation par le nombre qui serait 
dénominateur eommun (Sa) : cette opération , sans s^térer 
l'équation , fera disparottre les diviseurs. Cela revient à 
réduire tout au même dénominateur , puis le supprimer* 
Soit par exemple § x + f a: -— ao — -Jap=:= J « — -^x — 8. 
En multipliant tout par la , cette équation devient . . . 
8â;-j- 6x — a4o -^Ar = 9JC — a: — 96, qui se réduit à 
laac -^ a4o = 8;r — 96* 

a". On réunira tous hs termes ineonnus dans l'un des 
membres , et les quantités connues dans Vautre , en ehan'* 
géant le signe des termes qui changent de membre ; c'est 
ce qu'on appelle Transposer (4). Ainsi notre exemple de- 
viendra lox — 807 = 240, — 96, ou 4^ = i44* ûfi voit eu 
effet qu'en effaçant ^o du premier membre , ce qui le 
réduit k 12x9 au lieu de lor — 3409 oi\ l'augmente de 
^40; pour ne point troubler l'égalité, il faut donc ajouter 
:a4o ao second membre. Pareillement f en supprimant Sx, 
on diminue de 8x le second membre, il faut donc aussi 
retrancher 8x du second. 

3^. L'équation, d'après ces préceptes, sera amenée & la 

forme ax = b \ b est le produit de a multiplié par x; 

en divisant b par a , le quotient donnera donc x, (5) : 

, , b i44 

ainsi a: = — • De même 4» = i44i donne x =——-=36; 

a 4 

ce nombre résout l'équation que nous nous étions proposée 
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«l-dessnSf c.-À-d. ., que les deux membres, seront égaux > 
et on met partout 36 pour x. 

Concluons de là que pour dégager Vinconnue de sort 
toejjïoient^ il faut dwiser toute V équation parce coefficient. 

■ 4^. Une équation du l'^ degré- n'admet qu'une solution;- 
car on peut toujours la mettre sous la forme (note p. 128 )> 
ax ^ 3 = £x -f- ^; or si « et /8 sont deux valeurs de 
rinconnue , on aura am-^b^zca^-dj afl -j^ b = cfi -^ d^, 
et retranchant , on trouve a (« — /â) = c (« -— i9) 9 éqoa^ 
lion qui. revient à (a — c) (« — /8)=oetne peut être, 
satisfaite à moins qu^on n'ait a=:fi puisque a et c sont don-- 
ués et inégaux.. • 

. Voici plusieurs autres exemples^ 

^ ax ex ^ ex ^ . ^ 

1- -T--f""7' + '"=2/'*+ —7- + w; on supprimera uî» 

ex 
terme —y commun aux deux membres, et on aura-. .. 

ax 

^-|-77trr^««f.n; multipliant tout par &, il vient 

ax -^^ bmz=z bpx -f- bn ; transposant bm et bpx , on ai 
ax — bpXT=:bn — ^m,ou x(a — bp) = b (n— 7n) ; en.dî- 
viisant par a^-^bp^ il vient enfin 

b (n — m) 

SB *«^ ■■ i # 

a — bp 

***• 5 ^ — 90 + f * = I * — 82 ; transposant ^ on» 
trouve I X ^^ X — |x = 9p — 8a, qui se réduit k 
I ^ — I X =r 8 ; multipliant par i5 , on obtient . . . ^ 
x8jt -^ lox =i 8.i5, ou Sx = 8.i5 , et enfin x. = i5.. 

3^ De mi^me Jx-t-9 = ^x— 10 donne.. ...... 

g 4- io=^a; — ^xel multipliant par 21 9 il vient .. ^ 
19.21 = yx -^ 6x, d'où X = 19.21 = Sgg. 

i?, I X — 4o — j X =r 6b — l X y donne ^ 

f*'"i* + 5«= iqq; tn multiplie par 9.45 ou «jSoi^ 



^ Qft obtient ^ùx -^ ^Sx -^ stB^x ss. iSb.i^oO) o» ^ «. « 
^ya? = 18000 : donc x = -^fp- 

106. Venons -en niaîntenant à U principale difficulté 
^ui consiste à poser le problème en équation* Pour cela,, 
on examinera attentivement L'état de la. question pouI^ 
en bien comprendre le sens , et donnant au hasard une> 
valeur à Tinconnne , on la soumettra à tous les calcul» 
nécessaii!es pour s'assurer si elle y répond ou non. Oth 
connoîtra ainsi la suite des opérations quHl faut faire subir* 
au nombre cherché y lorsqnMl est trouvé , pour* vérifier 
s'il convient en effet au problème. Enfin , on fera « à 
Faide des signes algébriques , sur x représentant Tin-» 
connue , toutes ces opérations «t Féquation sera poscc^ 

IL Soit par exemple demandé quelle étoit la detto 
d'un homme qui après en avoir acquitté- la- moitié uno 
première fois, le tiers une seconde,, le 12*. une aulFQ 
fois , se trouve ne plus devoir que 63o fr; 

Supposons que cet homme devoit i.:»po. fr..; la moiiio* 
est 600, le tiers 4<'o.9 le 12*. 1.00;. il a donc payé iioo;l 
niais il redoit encore 63o fr. ;. donc il devoit en tou^ 
1 100 -f- 63o ou .1730 fr. , et non pas 1200 comme on \\ 
supposé. Ainsi , cette hypothèse étoit fausse ; mais il en. 
résulte une suite de calculs qu'on pratiquera aisémeni 
$ur Xy et qui donnera 

« = — -J-----I 1- 63o* 

ht reste n'a plus de difficulté-; ea multipliant par ^!^,. 
on a i2j: = 6a; 4* 4^ + x y^- 7660 = iix -|* 7060 ; 
d'où X = 756a fr. > c'est le nombre checché > ainsi qu'oa 
peut s'en, assurer. 

Notre règle 9 pour poser un problème en équation v 
ft0j)$iste donc k Jaire subir à x toutes les opérations qu'on» 
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/era sur le nomirt cherché^ lorsqu* après l'avoir trouvé^ on 
youdra vérifier^ s'il répond en effet à la question, 

La valeur arbitraire, attribuée à Tinconnue ne sert qu'à 
mettre ces calculs en évidence , et Tusage apprend bientôt 
à s'en passer. Voici divers autres problêmes. 

^ III. Quel est le nombre dont le tiers et le quart ajoutés 
ensemble font 63. Soit x ce nombre, — en sera le tiers, —y 

X X 

le quart ; donc -rp + ~r = ^^ ? cette équation &e réduit à 

yir = 12.63, d'où x = — '• — = 12.9 = 108. 

Remarquons que pour obtenir le nombre dont le 5v 
et le 6^. ajoutés forment 22 , il faut recommencer de nou~ 
veau à poser l'équation , puis la résoudre ; on a ainsi 

X X 

-z — ( — ^ = 22, d'où rix = 3o.22 et a: = 3o.2 = 6o» 
5 b 

Si donc on veut résoudre a la fois ces deux problâmes y 
et tous ceux qui n'en diflerent que par les valeurs nu- 
mériques , il faut remplacer ces nombres par des signes 
abc,,,, propres à représenter toute valeur. Il faudra donc 
résoudre cette question : quel est le nombre qui, divisé 
par a et ^, donne s pour somme des quotiens. On trouve 

XX -, ^ ahs 
(* — = j , d'où X = 



b ^ a+b. 

Cette expression n'est pas à proprement parler la valeur 
de l'inconnue dans nos problêmes , mais elle offre le 
tableau des calculs qui les résolvent. Cette Formvle montre 
qu'on a l'inconnue en multiplidnt les trois nombres que 
renferme la question , et divisant ce produit abs par la 
somme a ^ b des deux diviseurs , ou plutôt notre for-» 
mule n'est qu'une manière abrégée d'écrire cet énoncée 
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L'algèbre n'est jonc qu^une langue destinée à exprimer 
les raisonnemens , et qu'il faut savoir lire et écrire. 

Tel est l'avantage qu'offre cette formule , que l'algé- 
briste le plus expert et rarithméticien le moins intelli- 
gent peuvent maintenant résoudre l'un et l'autre le pro- 
blème. Mais te dernier n'y parviendra qu'en s^abandonnant 
2i une routine aveugle ; d'ailleurs , les questions peuvent 
exiger des formules différentes , et l'algébriste a seul le 
secret de les obtenir. On voit par là pourquoi quelques 
personnes calculent souvent avec une facilité surpre-* 
nante sans comprendre ce qu'elles font, quoiqu'elles sachent 
trouver exactement les résultats. 

107. Les formules présentent encore un autre avantage ; 
c'est de permettre de changer d'inconnue ; de sorte , qu'on 
peut résoudre tous les problêmes qui tendroient à trou- 
ver l'une des quantités a^ à^ s et Xy connoissant les trois 
autres. 

Veut-on 9 par exemple y trouver quel est le divbeur 

de 60, qui donne un quotient qui , ajouté an 6*. de 60, 

(ou 10) donne 22 ^ on aura a pour inconnue dans 

(^a -^ b) X = abs et x est donné = 60. On trouvera 

«m: -f- i jp E= abs, d'où bx = abs -^ axv=:a (^bs — a:), et 

bx ' , , 

a = •; • Dans notre exemple • le diviseur a est donc 

bs — X ^ 

t 

6.60 60 

= 5. 



6.22 — 60 22 — 10 

Cette remarque peut servir à faciliter la résolution de« 
problèmes lorsque Tinconnue est engagée d'une manière 
embarrassante. 

IV. La somme des âges de deux ïthtps est 67 ans ^ 
l'aîné a 7 ans de plus que Tautre; on demande l'âge 
de chacun. Soit x l'âge du plus ^eune ^ x ^ ^ est 
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edtti de Vaine ; il faut donc que x ajoute a x ^ 'f 
donne Sj ; d^où 2X -f- 7 = Sy et x = 2S, le.plus jeune ai 
a5 ans y Taîné 32 ans. « 

En examinant cette question , il sera facîre de recon— 
Boitre qu^elle renferme des élémens inutiles : elle se ré— 
duit visiblement à la recherche des deux nombres dont^ 
la somme est 5j et la diflerence 7. En général , il con- 
vient de dépouiller les questions de tout appareil étran- 
ger , qui ne peut qu^ohscurcir les idées et faire perdre 
la liaison des quantités. Cest un tact particulier qu^it 
faut acquérir : ni maîtres , ni livres ne peuvent donner 
la sagacité nécessaire pour démêler dans un problème^ 
le principal de Taccessoire. L^usage donne une grande 
facilité, c^est pour cela que nous donnons ici diverses 
questions. Pour généraliser le problème précédent , cher- 
chons les deux nombres gui ont s pour somme et d pour- 
différence. Soit x le plus petit \ x -f- J est le plus grand y 
donc X -f- X + <?= j, d'où 

2X =r5 — i/, et X = ^ {^s — S).. 

C'est le plus petit des nombres cherchés ; le plut 
grand est x -^ J, ou -J {s — *d) 4- J = i C-^ + J). Doni: 

x = i(5— J), x + ^=i(^ + ^> 
sont les nombres qui répondent à la question : on prendra* 
la moitié de la somme et la moitié de la différence don-- 
nées ; on aura le plus grand ^ en ajoutant ces deux moitiés ^ 
et le plus petit en les retranchant. 

Une maison composée de deux étages a i5 mètres de- 
haut ; le premier est plus élevé que le second de i mètre ; 
on demande la hauteur de chaque étage. 7 ^ et ^ sont 
les moitiés des nombres donnés : ainsi j "i "f" ï ^^ 
8 mitres est la hauteur du premier ;^ 7 4— i ou 7 mètres, 
est celle du second.^ 
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V. Partager un nombre a en deux parties qui soient entre 

elles comme m est à ni x étant Tune des parties , Fautre 

nx , . nx „ ^ TTia 

est : donc x -J = a ; d ou x = 



mm m. -j-n 

Pour partager a en trois parties qui soient entre elles 

TiX ïfX 

^ \ n \ p » X étant l'une , — et — seront les deux 
*^ mm, 



ma 



fix ttx 
autres : donc a? + -37 + tT ^^ ^» ^^^ ^ ^= 

(^•79)- 

VI. Un père a 4o ^^^s, son fils en a 12 ; on demande 
dans <]uel ten^ le père aura le triple de Page du fils. 
Dans X années , le père aura i^o ^x ans , et le fib 12 -f- x ; 
or 40 4~ ^ ^^^^ ^^^ ^^ triple de la, -{- x\ ainsi 

4o + « = 36 + 3ar , d'où jc = a. 

yjl. Plusieurs associés, que je nommerai yf ^ B , C 

font un bénéfice; et conformément à leurs conventions, 
ji prend sur la masse commune 10 napoléons, et le 6*. 
du reste : B prend à son tour 20 napoléons , et le 6*. 
du reste : C en prend 3o , et le 6*. du reste. . . . ainsi 
de suite jusqu'au dernier qui prend ce qui se trouve. Le 
partage fait, chacun a autant que les autres; on demande 
la masse , le nombre des associés el la part de chacun. 

On seroit porté à croire qu'il faut introduire ici trois 
inconnues ; mais un peu d'attention fait reconnoître que 
SI la masse x étoit trouvée , en effectuant le partage , on 
auroit bientôt les autres inconnues du problême. 

Puisque A prend 10 napoléons, il reste x — 10^ 

dont le 6*. est — — * ; sa part est donc lo-f- ■ ' ^ ■ ou... 
^ + 5o 
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s j 1 . jc + 5o Sx — i-to 

B prend 20 ; lereste est x — - — ' — 20 &= - ^ ■■ 

6 6 

dont le 6«. est ; la part de*J5 est donc 



36 



Sx — 1 70 5x + 55o _ . , 

20 -f ■ ^2^ . Puisque ces deux parts 

ôb ou ^o 

, . . , , a:+5o 5j? + 55o 

doivent être égales , on a — ^ = ^ , bu. . . 

b 06 

6 a? + 3oo = 5 X + 55o ; d'où x = 25o. La niasse 
étant formée de 260 napoléons, la part de chacun est 

j; ^ 5o 

ou 5o ; divisant 260 par 5o j on trouve 5 pour le 

nombre des associés. 

YIII. Avec un nombre a de cartes , on forme b tas ^ 
composés chacun de c points : la première des cartes de 
chaque tas est comptée pour 11 points, si elle est un as, 

](o si elle est une figure ou un dix , etc. Les autres 

cartes du m^me tas ne valent qu^un point. Ces tas for- 
ipés, on vous remet d cartes qui restent , et on de- 
mande la somme x des points des seules premières cartes. 

Le nombre des points de chaque tas , multiplié par 
celui des tas, ou bc^ est le nombre total des points : si 
de ce nombre on retranche les cartes qui ne comptent 
que pour un point , ie reste sera = x. Or le nombre de 
ces cartes est tf -— J •— le nombre àes cartes qui comp- 
tent pour plus d'un point, ou b. Ainsi x:=zbc — (a — d — ^) 

Si on a 32 cartes, qu'on fasse trois tas de 12 points, on 
aura x = d -j^j, 

IX. ^ et ^ se ^ont mis au jeu chacun avec une somme 
égale : la prrte de A est 12 fr. ; celle de ^, Sy fr. ; par 
Vk B n'a plus* que le quart de ce qui reste à A. Coia--^ 
bien c^iacun avoit*il avant le jeu? Réponse 72 fr. 
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X. Quel est le nombre qui, divisé par a et 6, dofnne deux quo- 
tiens qui ont Jpour dilTërence. On trouve x r= 



h — a 

XL Trouver un nombre dont le produit de ses m 
parties égales , soit le même que celui des m -f- i par- 
ties égales du même nombre (le produit des 3 tiers | 
égal , par exemple , \ celui des 4 quarts). On a 

^ (m+i)-"-^' . 

XII. Un chasseur promet à un autre de lui donner 
h fr. y toutes les fois qu^il manquera une pièce de gibier , 
pourvu que celui-ci donne cît, chaquefoisquMl l'atteindra. 
Après n coups de fusil , ou les deux chasseurs ne se 
doivent rien, oti le premier doit J au second, ou le con- 
traire à lieu : ovi demande une formule propre à ces 
trois cas , et qui fasse connoître le nombre x de coups 

manques. 

en rtrf _ 111 

On trouve x ss "i— — y « ^st nul dans le l*^ cas ; on 

prood le signe supérieur dans le second, «1 l'infétiour dans 
le troisiëfDC. 

XHI. Une fontaine emplit un réservoir m un nombre 
d^heures désigné par h ; ime autre peut k remplir en h^ 
heures; on danande combien ■ elles mettroient de tems 

en coulant ensemble? Réponse a:=^ -î— - — 7-. 

a. Remarques sur les équations du premier degré. 

io8. Les formules algébriques ne peuvent offrir à^ldée 
nette à Tesprit qu'autant qu'elles représentent une shite 
de calculs numériques dont l'exécution est possible. Ainsi 
la quantité isolée b — a, ne peut signifier qu'une chose 
absurde lorsque a est ^ b. Il convient donc de reprendre. 



ies cahruls prëc^dens^ parce qu'ils offrent ^el^œ^it 
cette difficall^. 

Toiite équation Ju premier degré peut être ratneaét 

* (*). 

nx *f- ô =: 'tX -f- 4IL . . * (l)* 

tous les signes étant positifs : retranchons ex -{-i ie pari 
«t d'autre , il viendra ax --^ ex ^^ d "-^ b ^ d'où 

. . . (2). 



«— .c 



Cela posé , il se présente trois cas c 1°. ou J >> ^ et « ^ « ( 
2°. ou l'une de ces conditions a seule lieu ; 3**. enfin 
b '^ d ei c "^ €t. Dans le premier cas la valeur (2) résout 
le problème ; dans les deux derniers on ne sait plus quel 
sens on doit attacher h la valeur de a; , et c'est ce qu'il 
faut examiner. 

Dans le second ^cas, l'une des soustractions d -^^ 6 ^ 
â — r est impossible : soit par exemple , b^dtta'^ci 
il est clair que la proposée (i) est absurde , puisque 
les deux termes ox et b du premier membre sont respec** 
tivemcnt plus grands que ceux ex et d du second. Ainsi ^ 
lorsque cette difficulté se présentera ^ on sera assuré que 
le problême est absurde, parce que l'équation n^'en est que 
b traduction fidèle en langage algébrique» 

Le troibiime cas a lieu lorsque 6 ^ J et c ^ a ; alors 
on a deux soustractions impossibles : mais nous avons 
ôté ex -+• b des deux membres de l'équation (i), afin de 
la. résoudre ; or cela est manifestement impossible , puisque 

(^ On changera 1^ termes négati& de membre,, œ qui aeni tot^ 
jours possible , puisque rien nVmpédie d^ajouter aux deux membrei 
une même quantité. On ne pourroit pas la soustraire dans tous les 
cas, puisqu'il iaudroit ^ue ]m deux membres fonent plus grands 
que cette quantité. 
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cliacun est ^ ex + b. Ce calcul étant vicîenx , nous ôte* 

rons âx ^ J de part et d^autre , et il viendra 

b — d z=2 ex -^-^ ax ^ d'où 

b -— d% • , . , (3)» 
X == — ^— — 

c — a 

Cette valeur comparée à (2) n^en difïîre que parce que 
les signes sont changés haut et bas ; elle ne présente plus 
d'obscurité. On voit donc que lorsque ce cas se rencon- 
trera , il annoncera qu'au lieu de passer tous les termes 
inconnus dans le premier membre , il auroit fallu les 
mettre dans le second : et il ne sera pas nécessaire, pour 
rectifier cette erreur, de recommencer les calculs ; il suffira 
de changer les signes haut et bas. 

Un des principaux avantages que présente l'algèbre , est 
de donner des formules propres à tous les cas d'une même 
question, quels que soient les nombres qu'elle renferme* 
Or, nous remplirons ici ce but en convenant de pratiquer 
sur les quantités négatives isolées^ les mêmes calculs ^"^ 
que si elles étaient accompagnées d'autres grandeurs. Par 
exemple, si on avoit m-f*^ — b ti b "^ d^ on écriroit 
m — {b — d); nous mettrons aussi — (ft — J), pour 
d-^b lorsque b sera ^ d. La valeur de x , dans le se*- 

b-^d 

cond cas , devient a: ^ — • et nous dirons que 

^ a — c ^ 

toute solution négative dénote une absurdité. 

Pareillement , pouç diviser — £t^ -f- ia'b* -f-, etc. , par 

— û** + ^* + etc. , on divisera d'abord — a* par — a% 
et on sait (98) que le quotient a^ a le signe +. Nous en 
dirons autant de ces quantités -^ o^ , — a^ isolées ; de sorte 
que dans le 3*. cas , la valeur de x aura la forme .... 

— 7 ~ m qui se réduit à — , comme elle doit être^ 

— (c — a) ^ c-^a 

1. Q 
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109. Cette convention qui n^ entraîne aucun inconvë'* 
nieni réunit donc tous les cas dans la formule (2) ; mais 
on ne doit pas oublier que les quantités négatives iso- 
lées — k < « ne sont que des êtres de convention , 

— n ^ 

des Symboles , qui n'ont aucune existence par eux-mêmes ; 
et qu'on ne les emploie comme s'ils en avoient une , que 
parce qu'on est assuré de remplir un but important' , 
sans qu'il en paisse résulter d'inconvénient. Concluons 
de là que : 

i^. On a le droit de chtmger tous les signes d*une 
équation ^ et de la multiplier par une quantité négative, 
£n effet 9 si on est dans le premier cas, Féquation de- 
viendra, il est vrai, absurde d'exacte qu'elle étoit; mais 
la division des quantités négatives rétablira les choses dans 
leur état primitif. Dans le second cas, l'absurdité du pro- 
blème sera encore manifestée par une valeur négative ; et 
enfin, s'il s'agit du troisième, le changement de signes 
rectifiera le vice de calcul ; 

2^. Lorsque l'équation sera absurde, on pourra encore 
tirer parti de la solution négative ; car mettant — x pour Xj 
l'équation proposée devient — ox-f- ^= — caf4- d, 

d'où X r= , valeur égale à la précédente (2) , 

a — c 

mais positive. Si donc on modifie la question de manière 
que cette équation lui convienne , ce seconi problâme ^ 
qui aura avec le premier une ressemblance marquée , 
ne sera pas absurde , et au signe près , il aura même 
solution. 

Présentons , par exemple , le problême YI comme il 
suit : un père a 4^ ans, son fds en a 12, dans com- 
bien d'années Tâge du fils sera~t-il le quart de celui du 
père ? On a4o + ^= 4 (1^ + *) <l'où « •= — | : 
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ikin&i ce problème «st absurde. Mais si on met — 3c pour jt, 
Téquation devient 4o — x =;.4 ( la — x) , et les condi- 
tîons qui y correspondent changent le problème en ce- 
lui-ci : un père a ^o ans , son fils en a i a , combien 
d'années se sont écoulées depuis Tépoque où Tâge du fils 
ëtoit le quart de celui du père. On a x =- f = 2 f . 

Quel est le nombre x , qui divisé par a , donne s 
pour somme du diviseur a, du quotient et du dividende 

jc? On a f- a 4* ^—-^i^'oùxsr:— ^ -•Orsia'^s. 

a fl + I 

X est négatif et la question est absurde ; ce qui est d^ail-* 

leurs visible d^avance : ainsi a = 11, # =r S donnent 

X sss -^ 5 |. Mettant — x pour x , on trouve 

ti — jt = 5; de sorte que 5 5 est le ^nombre qui 

joint au quotient de 5 ^ divisé par 1 1 , et retranché de i j^ 
donne 5 pour reste. 

Quel est le nombre dont le tiers et le cinquième ajou* 
tés 9 diminués de 7 , dotaient ce même nombre pour 
différence ? Ona^x-f- 5* — 7=7?^; d'où a? = •— i5. 
La question est absurde ; mais remplaçant x par — x ^ 
on verra que i5 est le nombre- dont le tiers et le cin-» 
quième ajoutés à 7 9 forment x5. 

110. L'équation (2) présente encore deux singularité^ 

Si a = c, on a a: == ; mais la proposée devient 

alors ax-^bsziax-^d^ ou b = d : ainsi tant que b est 
différent de d le problème est absurde , et n'est plus de 
nature à être modifié comme ci-dessus. £n faisant croître 

nj la fraction — augmente; pour n = i, 730» Tôfeô» ^ 

les résultats sont 2 ^ 100 y 1000 fois plus grands. La limite 
est V infini qui répond à » = o ; on voit donc que. le 
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problème est absurde quand la solution est infinie; ce qu'on 
désigne par le signe jc = oo « 

Mais si a = c et ^ = J, alors « s= f ; et la proposée 
devient ax -{^ h "^^ ax -{- h 'Ats deux membres sont égaux 
quel que soit x , qui est absolument arbitraire. Ainsi le 
problême est indéterminé , ou reçoit une infinité de soUh 
fions ^ lorsqu'on trouve x = |. 

3. Equations du premier degré à plusieurs inctmnues» 

III. Il faut toujours autant d'équations que d'incon* 
nues ; car si on n'a qu'une équation entre deux incon^ 
nues X y jr^ on ne peut en déduire la valeur de x qu'au- 
tant que ^ est donné ; et comme rien ne détermine yj 
cette quantité peut prendre toutes les valeurs possibles. 
On a donc un nombre infini de solutions , et 2e problème 
est indéterminé. 

Cherchons deux nombres x tt y dont la somme soit 
la ; il faudra résoudre x -f-y =z= la , d'où x = la — jr : 
si on met successivement pour jr , i , a, 3^ On trou- 
vera « = 1 1 , lo , 8 j De sorte que net i, xoet a^ 

8^ et 3^ satisfont à la question. 

Lorsqu'on a plus d'inconnues que d'équations ; on verra 
qu'on ramène toujours le problême à une équation , et 
plusieurs inconnues , de sorte qu'on peut disposer arbi-- 
trairement de toutes cellesr<i, une exceptée, 

lia. Lorsqu'on a un nombre égal d'inconnues et d'é- 
quations, on peut opérer de trois manières. 

L "On tirera de chaque équation la valeur d'une incon-» 
nue comme si le reste étoit connu ; on égalera ces valeurs 
deux à deux, et on formera ainsi autant d'équations 
moins une , qu'on en avoit d'abord : après quoi il ne 
s'agira que de répéter ce procédé , qui Éliminera chaque 
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ibis nne inconnue ; puis lorsqu'on aura obtenu la valeur 
de la dernière , on remontera de proche en proche pour 
avoir celles des autres. 
Ainsi , pour Sx — ijr = i» yjr — 4*= i3;on tirera 

de la première x = ^. y 
et de la seconde x = '^•^—, 2 

4 

Vf 1 1 3y+i 7r-i3 . 

égalant ces valeurs , on a -i—— = ■■ équdlion qui 

ne renferme plus qu'une inconnue ^ y et d'où on tire m 
y + 4 = 35 ^ — 65 ; puis y = 3 : remontant à l'une 

des valeurs de â; • il vient * c= -^-r: — = 2 

5 

Pareillementaa; + 5j-3r=3, 3jc-4^4-'^ = - a, 
5 X — j^ -I- a z = g donnent pour z les valeurs 

ax+Sj — 3 ^_ 9+:K-5a? 

o a 

égalant jla seconde à la première et à la troisième , et 

cliassant les dénominateurs (loS, i**)^t on trouve 

X a jr -«-9X — 6c=:ax-f- 5^ — 3^ et 

8 ^ — 6x— 4= 9 + ^ — 5 X, qu'on réduit à 

7/— xiaî = 3, 7jr_jt=i3, 

on en tire des valeurs de y, qui , égalées donnent 
3 •+• iix=i3 + x, d'où a: =1; I ; et remontant aux va- 
leurs de jr et r ci-dessus , on trouve enfin 

3-f-ii a-4-a.5 — 3 ^ 
^ = — -_^^,r= = 3. 

IL La méthode des Substitutions consiste à tirer comme 
ô'-dessus la valeur de l'une des inconnues ; puis à la subs^ 
titner dans les autres équations ; ce qui donne une équatioa 
et une inconnue de moins : et on réitère le même procédé. 
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Soiept 3 JF -1- 2^ sac là, 2Z-^-yssx5j «•^•j^+ &xt=nS< 
la seconde donneras 5^2 x : «a snlxstitvaiit dans les devx 
autres, elles deviennent 3^ — 4^=^*i * + r=:3. Gelîé** 

ci donne a? = 3 — z ^ ce^qui change Tautre en \ . 

9 — 3z — j^z = ^j d'oii z = I I et par suite 

III. Le premier procédé , quoique plus siiriple que les 
autres est rarement employé à cause de sa longueur : 
le second ne sert guères que quand touies les incon^^ 
nues n^entrent .pas dans les équations ; venons mainte- 
nant à celui qui e^i le^pltis usité. Prenons 

Supposons que a et a' soient égaux , en soustrayant 
Turte de ces équations de l'autre , x dîsparoîlra : si a et a' 
ctoient de signes contraires , il faudroil ajouter le» eqiia- 
tiens. Mais lorsque a e% a' ne soni pas égatix, oa mu\x 
tipliera la première par a% la seconde par a , et notre 
condition sera remplie jpuisquc aa^' sera le ci>eBicient 
commun de jc = (*)*. l>h obtiendra donc en retranchant 

• • • • 

a'5y — aby àsia^c-^ ac% d^oùjrr:^^— ^ — . 

On pourroit trouver x , en substituant cette valeur dans 
iHxne ici proposées, mais il est plus court d'éliminer ^ 3 

son tour , par la même voie. Ainsi 

' ' ' 

c'b — cb' a'c — ûc* -^ 

''^ a'h- ahr - ^= al -Ob'' ' ' ^^^ ^ 



*" (*) Si a et a' ont un facteur commun , le» multiplicateurs respectib 
ieront plus simples, comme pour la rédaction an même. dénoh)inn- 

leur (34)' 
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II 3. En traitant de la même manière les équations 

qui sont les plus générales à trois inconnues, on trouveroil 
les valeurs de x,^, et jc. Mais ce calcul ne permettroîl 
pas de découvrir la loi des résultats lans recourir à l*in- 
duction ; c'est pourquoi nous le présenterons d'une ma- 
nière un peu différente. Multiplions la première par k, 
ta deuxième par A', et de la somme de ces produits , retran- 
chons la troisième ; il viendrai 

(*tf + iV — af) X + ( W + k'b' — b^f) y 
-+. (fc -h k'd —c*f ) r = A J + k'd' — d^f. 

Les nombres k et k' étant arbitraires, on peut en dis-; 
poser de manière à cbasser deux inconnues , y ti z y 
par exemple. On posera pour cela les équations 

kh-^k'b'^b" kc + k*c' = c'f, . . . (D), 

qui serviront à coonoître k t\,k*\ et on aura 

Il faut ensuite déterminer k et Ar% et en substituer ic} 
les valeurs ; mais on peut abréger 'beaucoup ce calcul. 
Kn eflet, le numérateur de a? se déduit du dénomina- 
teur en changealni a a' a** en dd* d^ ; et comme k et k' 
sont indcpendans de ces quantités la même chose aura 
lieu égalemtnt après la substitution des valeurs de k et A'.- 
11 s'agit simplement d'évaluer le dénominatear ; les for- 
mules jB appliquées aux équations D, donnent 
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_ h'e" -^ c'a» cb» — 3^^ . 

— cb' —bc'^ ~ cb' — bc' * 

c6' — .bc' 

On réduira au même dénominateur, quVn supprimera 
comme étant commun aux deux termes de la fraction E ; 
et on aura 

« ( ^/c^ _ c'bi) + a' {cb" —bc») + afibc'— cb'). 

En faisant attention à la manière dont il faut exécu- 
ter ces multiplications , on observera que le calcul se 
réduit à Topération suivante. On prendra la différence 
hc'-^cb^ eptre les arrangemens des lettres b et c; puis on 
introduira la lettre a à toutes les places , en commençant 
par la première à gauche ; puis on changera de signe 
chaque fois que c changera de place ; bc engendrera abc , 
— bac et -|- bca\ — cb donnera — acb^ -[" ^^^ *^ — ^^• 
On aura donc abc ^ — bac -|- bca — acb -{' cab -*- cba. 
Enfin y on marquera d'un trait la seconde lettre de 
chaque terme , et de deux la dernière, et on aura le dé- 
nominateur HT. 

ab'cn — ba'c^ + bc'af — ac'b" + ca'b^ — cb'a^ = K. 

Pour trouver ^ 9 il faudroit égaler pareillement à zéro 
les coefficiens de x et r dans Péquation d-dessus , mais 
la symétrie des calculs prouve qu'il suffit de changer 
h en a j et réciproquement dans la valeur de 'x. Le 
même raisonnement a lieu aussi pour z. Concluons de 
là que, i^ le dénominateur . des valeurs de x, y et % 
est le même ; sl*, le numérateur de chacun^ se déduit 
du dénominateur en changeant les coejficiens de l'inconnue 
en les termes connus* Ainsi 



Pbemier degré. 187 
* = K 

y = 



K 

ayd" — ba'df + Wa« — ad'b'^ ^doTb" — i/^a* 



JC 



' La loi que nous avons démontrée suit de la nature 
même du calcul ; en sorte que si on a voit quatre in- 
connues et quatre équations , 

^i^-^3x4-cr-f.J/=/, fl'ji?+3'^+i/r+J'/=/', etc. 

il sufiiroit de chercher le dénominateur commun , et on 
en déduiroit chaque numérateur ; de plus 9 ce dénomina- 
teur seroit formé suivant la même loi. 

On prendroit donc les six arrangemens des lettres abc 
qui servent de dénominateur ci'-dessus (en supprimant 
les accens), on auroit abc-^—bac^bca — etc. : on feroil 
occuper à la lettre d , dans chacun de ces termes , toutes 
les places , à commencer par la dernière à gauche ; puis 
on changeroit de signe chaque fois que d passeroit d'une 
place à la suivante ; enfin oi\ marqueroit d'un trait U 
seconde lettre, la troisième de deux, et enfin la dernière 
de trois : le dénominateur commun seroit donc 

da'b'fc'''-'ad'b^c'"+ab'd''dff-ayc'fàf'i-db'a'fd"+bd'aVcff''eic.. 

Voy. un très -beau mémoire de Laplace, Acad. des 
Sciences, année 1772, 2". partie , page 294* 

xi4* Voici quelques problèmes à résoudre. 

I. Une personne a des jetons dans ses mains ; si elle 
en porte un de la droite dans la gauche , il y en aura 
un nombre égal dans chacune , mais ai elle en passe 
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deux de la gauche dans la droite , celle-*ci en contiendra 
le double àr Tantre : on demande combien chaque mâiii 
en contient. On trouve x — x=y-{-i et ap4-a"=a(j' — a); 
* d'où x~io eiy=i8. 

U. On a acheté trois bijoux dont on diemande les prix; 
on sait que criui du I'^ plus la moitié du prix des deux 
autres fait ^5 napoléons ; le prix du 2^, plus le tiers 
du prix du i*^'. et du 3*. fait :i(3 napoléons ; enfin le pxix 
du 3^. plus la moitié du prix des deux autres fait 29 na- 
pôléons. On a 

d'où on lire arx^S^ jr = i8'^ jé = i6(. ' • 

!lî. j4 y J9 et € ont un certain nombre d'ECUs; -^ dl^ 
tribuant des siens à' B et C ïeilr en donne autant qu'île 
en avoient dqa ; B double à son tour ceux qui restent 
i y^ f t cetfx que C'a entre les mains ; enfin C distribuîrrt< 
h A et B\ double pareillement le nombre qu'ils se 
trouvent avoir ; tout cela fait , chàcuù se trouve en 
avokr 16 ; on demande combien ils en avoient d^abordr 
X y y t\ z désignant les nombres d'éciis respectifs de A , 
A et C, on a • 

a 

t 

X — y — Jf=4f 3^ — X — .^=:^8, yz—- «— ^=16, 

d'où on tire x^raB.ys^i^t-^^^^- 

IV. La règle d'Alliage rentre dans cette théorie, 
t*. ' Supposons <^^on mêle értsermbfe deux stibshinccs 
qui n'éprouvent pai d'action chimique ; soiertt ^ et 7 
les prix de l'uniië de mestire de chae«ne -, eeliw du 
«rélaùge wra />x + «T ^ «« désignant par jr tt ^ les 
membres d'unités des deux subsiancts X mw le tooi «% 
composé de *4rj^ unités; donc U p"< ^« a^cwt ^\< 
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Ainsi 8 bouteilles dé vin à i5'* le litre et 12^ 10"', 
font 20 bouteilTés dont le'prix est 8x i5+iax io=â4o''î 

drtnc le prix de chacune est ou \%*' 

20 

On a un lingor d^or forme de 4 ^il- à o,g5 de fin (^} 

et de 5 kil. à 0,86 ; on en demande le titre ; la for- 

i . , , 4 >^o^q5 + 5x o,8G 8,1 
mule ci-dessus donné 3 12 — L— . ou * = o,q. ' 

2^. réciproquement ,, si on demande quelle doit êt^e la 
composition du nic]angf.« la valeur moycilin? .étant donpée) 
on cherchera les quantités js et/, connoi^ss^nt les prix p^ 
fr et x; alors Téquatian F contient deux inconnues, et l6 

problême est indëtemlîifc. On a x:±,( — ■ * ")/ ; ainsf 
on y satisfait en prenant 



x = z — q, y^p — 



z\ 



» 



jr est d^ailleôrsc 'intermédiaire entre p et y.- On pôoffa j 

outre ces valeurs, en trouver une infînilé d^autres, en le» 
multipliant ou divisant par un même nombre quelconque : 



(^) Lonque Tor ou Targent contiennent oa dVIIiage et que le 
reste est pur, on dit que le métal est à 0,9 de fin. Autrefois le 
^c^rh de pureté s^estimoit éTifîéreninient ; on par^i^oh par la pensée 
le lingot d^or en i\ parties , qu^on nomraoit hurûÊi , dé sorte qu«» 
Tor à SI karais,^ conlcuoit 3 parties d^alliage ci ai d^oc pur. Lc{ 
karat se divisoiten 3^ parties ou s^rains:, ainsi oadésignoit ptr 18 k. 
3Ô gr. , 18 parties et \% dWpur, et le reste d'alJiage. T ^argent se 
divisoit en 13 pi^rLiés on déhiert , chacune de ^4 S'^'"^ i ^^'^^ ^^ 
lingot d^argent à lo d. ao gr. cont^noit lo parties j^ de métal pur 
et I J d\'^I]iage. , ' • 
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deux de la gauche dans la droile, ceUe-<i en contiendra 
le double de Taulre : on demande combien chaque main 
en contient. On trouve x — i =y-J" ' ^^ ^+ ^■=^(j' — ^); 

•d'où xrrrio et/ = 8. 

U. On a acheté trois bijoux dont on demandé les prix; 
on sait que criui du x'^ plus la moitié du prix des deux 
autres fait aS napoléons ; le prix du 2'. plus le tiers 
du prix du i*^'. et du 3*. fait 2G napoléons ; enfin le prix 
du 3*. plos la moitié du prix des deux autres fait 2c^ na- 
poléons. On a 

4'où on tire xx=j8, jr=i8^ i =ts i6. ' 

III. A^ B^ex 6" ont un certain nombre d^^cus; A diÈi- 
tribuant des siens à' £ et C fetlr 6fi donné âutatlt qû^iU 
en avoient déjà ; B double à son tour ceux qui restent 
k A ti ceux que C'a entre les mains ; enfin C disinhuiitii 
h A H Bf double pàreitlërhcnt le" rtoimbre qu'ils se 
trouvent avoir ; tout cela fait , chàcufi se trouve cri 
avoir 16 ; on demande combien ils en avoiertt d^abordr 
k y y et z désignant les nombres d'écùs respectifs Se A ^ 
JB et C, on a • 

X — ^j- — r=:4f 3j* — X — f=^8, 7^—- X-*-jr=:i6, . 

d'où on tire x:^=2j6,,y=;i4»'^=^^*, 

IV. La règle d'Alliage rentre dans cette théorie. 

!•. SîTpposons (j^'bn mêle éiiseYnbfc detfx ^tibsfcintes 
qui n'épronvent pat d'action chitmque ; soierA ^ et y 
les prix de l'unitrë de mcstiré- d« chactïne ; felui du 
nrélaftge 9€ira p«^ -{- ÇT t «n désignant par x ^l y tes 
^mbres d'i<ni.tés é^s deux subatasces t mais le tou^ ^% 
composé de; x-^^ MRÎtés; donc le prijt de chacun? ^^U 
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Ainsi 8 bouteilles dé vin à iS'* le litre et 12^ lo'*, 
font 20 bouteilles dont le 'prix est8xi5-f-iax 10=240'*; 

drtnc le prix de chacune est ou i2** 

20 

. • » • 

On a un Imgol* d'or forme de 4 ^il- ^ o,g5 de fin (^} 

et de 5 kil. à 0,86 ; on en demande le titre ; la for- 

i . , , 4x0,05 + 5x0,80 8,1 
mule ci-uessus donné ■ *^ ■ ^ ou • = o.q. ' 

2^. réciproquement ,, si on demande quelle doit être la 
composition du niclange, la valeur moyenn? .étant donpée) 
on cherchera les quantités x et y^ connoi^vnt les prix p^ 
fr et x; alors réqpatioiri F conUeot.de||x inconnues^ et l6 

problâme est indétcmlitfc. On a x-=.{ ■ ■ \y ; aînsf 
on y satisfait en prenant 



x^z — q^ jr=3/? — 



z\ 



jr est d^ailleor& vitermédiaire entre p et q.- On peorra i 
outre ces valeurs, en trouver une infinité d'autres, en le» 
multipliant ou divisant par un m^me nombre quelconque : 



(*) Lonqae Tor ou Targent contiennent o^i dVIIiage et que le 
lYSte est pur , on dit que le m^tal est à 0,9 de fin . Autrefois le 
^c{!,ré de pui-etë s^estimott éTifiréreniment ; on parta^poh par la pens^ 
le lingot d^or en ^.\ parties , qu^on nommoit htirMi , dé sorte que» 
For à SI kafais,' conlcuoit 3 parties d^alliage ci 9i d''oc par. Lcf 
luirat se diviso&ien 3^ parties ou £;rains \ ainsi oadésignoit ptr 18 k. 
3Ô gr. , t8 partKS et \\ dWpur, et le reste d'aUi^ige. T ^argent se 
divi«oit en 11 p;^rtieB on dtfiien , chacune de 34 grains ^ ainsi utf 
lingot dWgent à 10 d. ao gr. contcnoit lo par: les j^ de métal pur 
et I l d\->Uiage. 
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on aura par là toutes les solutions entières de la question , 

si ce nombre est entier (117). 

Un boulanger , par exemple , veut faire du pain qui 

revienne à 8 s. le kilogramme ; combien doit-il mêler de 

farine de blé à 10 s., et de seigle à 7 s. le kilogramme. 

Après avoir écrit ces 

nombres comme on Prix moyen 8< '^'•^"•o?', 
. . ^ \ 7.. a.. Seigle. 

le voit ci-conlre , on 

mettra 8 — 7 ou i à câté de 10 ; puis io-»8 ou 2 près 
de 7. Ainsi on prendra i kil. de farine de blé sur 2 de 
seigle. On peut aussi prendre 2 sur 4 9 ou 3 sur € ^ etc. 
Si on donnoit une seconde condition, pour déterminer 
le problème , on la traduiroit algébriquement ; et on ëli- 
Kiineroit x tty entre Téquation F et cette dernière. Ainsi 
lorsque la masse x 4-^ du mélange est donnée :=zm; 
«lors on a x^y=:m9 -^qyzz^zmpx; d'oik 

(^— y)» y — ri — r 0»— O- 



p—ç p — q 

Après avoir obtenu les valeurs d-^essus, on les multi- 
pUera donc par . Dans notre exemple , si on veut que 

le mélange des farines pèse 21 kil., on multipliera les 

A f 

résultats obtenus i et a. par— — = 7; de sorte que 7 kil. 

' 10—7 

de farine de blé à 10 s., mêlée à s4 ^^ seigle à 7 s. for- 
ment 21 kil. de farine à 8 s* 

De même soit demandé de former 7,54 kil. d'argent à 
0,9 de (In avec de 

l'argent à 0,97 et ( ^^g^. . ,0,06 x ^ = 3,48 

0,84. L'opération ^^ ) °'J^ 

prouve qu'il faut ^ ) 0,84. .. 0,07 X ^ = 4,o6 
3 ,48 de la i''. et ^ ^»*^ 

« 

4)o6 de la 2*, espèce. 
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On appliquera facQement cette the'orie an cas où on 
voudroît mêler ensemble pins de deux substances. 

1 15. Les valeurs des inconnues présentent quelcjues par- 
tlcubrités qu^U convient d^ examiner. Reprenons le cas de 
deux inconnues, auquel les autres se ramènent. 

I*. dB ou jr peut être négafif; alors le problème est 
absurde 9 (comme xo8), et on peut le rendre possible à 
Taide d^une modification : le calcul réduit en effet la quev* 
lion i n^avoir qu'une inconnue. 

2^ Lorsque les formules B^ n**. xi2, sont infinies, les 

coefficiens sont tels que a'b — ab'=:o. Pour connoître 

alors la nature de la questioif, il faut introduire cette 

ab* 

condition dans les équations A : mettant donc pour a\ 

b 

• ai/ 

la seconde devient —>- Jc + 3'jr = c'; ainsi, pour que le 

cas présent ait lieu , il faut que les équations proposée» 
soient no: + /^ = c , b^ax-^by )= bc' ,• conditions qui 
ne sont compatibles qu'autant qu'on a b'c == bc*. Si donc 
cette équation n'a pas lieu, le problème est absurde; oa 
remarque que dans ce cas ^ x et y sont infinis. 

3*. Mais si outre a'b = ab' , on a encore Vc z^.bc' ^ 
les deux équations A n'équivalent plus qu'à une seule , 
parce que les conditions données rentrent l'une dans 
Tautre : le problème est indéterminé. En éliminant b entre 
a'b = al/ et b'c = bc' , on a a'c = ne' ; ainsi , les 'pâleurs 
de X et y se présentent sous la forme §. 

Prenons , pour exemple , ce problème : deux courriers Fig. L 
partent l'un de ^ , l'autre de £ , et vont dans le mémo 
sens AC; le premier fait n kil. par heure , le second m ; 
la dist^ce initiale est AB=id; cherchons le lieu C d« 
U^r rencoatr^. 
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f'g- !• Soient ACr=Xy BCzny; — et — sont les tems qu'en - 

n m 

ploient les courriers à parcourir les espaces AC et BC ; 

ainsi ^= -i : de plus ACz=AB + BC^ om x=id +y ; 
n m 

donc mx =^njr et x== d + r > d'où 

nd 7nd 



X 



y^-z — —> 



m n — m 



X d 

le tems écoulé jusqu'à la rencontre est — = . 

n n — m 

Cela posé , si n ^ m , x et ^ sont positifs, et il n'y 
a pas de difficulté. Mais si n <^ m, le problème est 
absurde, puisque x tXy sont négatifs : on voit en effet 
que le mobile A , qui est en arrière , allant moins vite , 
la rencontre est impossible. 

Changeons x ct^ de signe, dans mx—ny et x^id-^-y^ 
cette dernière équation sera seule altérée et deviendra 
y :=zd^x y qui se rapporte à deux problèmes : i*. ou le 
point B est en arrière de A , tel qu'en B* : '±^, ou on 
suppose que y^ et £ ne sont pas hes points de départ , 
et que les courriers déjà partis depuis longtems, sont ar- 
rivés ensemble , l'un en A ; l'autre en B \ on demande 
alors le lieu O bu ils se sont déjà rencontrés. 

Si m=ii , X et ^ sont infinis, et le problème est 
absurde : ce qui vient de ce que les courriers , ayant la 
même vitesse , ne peuvent se rencontrer. Cependant si 
^=0, a? et j^ sont I, et il y a une infinité de points de 
rencontre; et en effet les mobiles partent du même point 
sans jamais se séparer. 

£n changeant le signe de m, on traiteroit le cas où les 
courriers vont au-devant l'un de l'autre. Il sera facile 
de trouver de même* en quel lieu les courriers sont à 
une distance donnée k l'un de l'autre. 
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4. Des Problèmes indéterminés. 

116. La question admet une infinité de solullons, lor&- 
qu^on a n équations et un plus grand nombre dUnconnues, 
puisqu^on peut disposer arbitrairement de i, 2, 3... d'entre 
elles, de sorte qu'il n'en reste plus que n. 

Soient , par exemple , demandés trois nombres x^ y 
et z dont la somme soit io5 , et qui aient mén)e dif- 
férence; on a X '{•jr'jr^^= loSj X — y=y — ^: éli- 
minant X, il vient y :=. 3S j d'où x-+-r = 70. On fera 
donc r ou x égal à tel nombre qu'on voudra, il en 
résultera avec ^ =: 3S, une solution du problème. 

gi. Si on a au contraire plus d'équations que d'in- 
connues , en éliminant celles-ci , on aura des relations 
entre les données ; c'est ce qu^on nomme des équations de 
condition; la question est absurde, si elles ne sont pas 
satisfaites ; et si elles le sont , les équations rentrent les 
unes dans les autres, et se réduisent à un nombre égal à 
celui des inconnues. 

Chercbons deux nombres x et y dont la somme soit s, 
la différence J, et le produit;?. Mous aurons x 4-^1= 5, 
jc — y •=d et xyTzzp: les deux premières ( 1 07 , IV) 
donnent x^s\ (5-4- J), y^=i (* — ^)» substituant 
clans la troisième, on trouve ^ pz=zs^ — d*. Si les données 
ne satisfont pas à cette équation de condition, le problème 
est absurde ; autrement l'une des équations proposées ex- 
prime une relation qui a lieu d'elle même. 

117. Cherchons tous les systèmes de valeurs entières de 
X ti y qui iatisfont à l'équation indéterminée 

ax+hyT=ic (i) 

Nous supposerons a et ^ premiers entre eux , car s'il* 
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avoient un commun diviseur J, il devroit aussi diviser e^ 

puisque le premier membre de — x -{- — ^ = — est 

entier : Fëquation seroit réductible à de moindres termes. 

Soient «sr «, jr=^ une solution de Téquation ; on a 

am^bfizzzc; retranchant de ûa: + /^j-=:c, on trouve . . 

b 
jc — « =— — Cy*— iS). Puisque 3 et a sont premiers 

entre eux ^ y. — fi doit être divisible par a ( 33 , 4** ) \ 
d'où y — fi=^ai et x — « = — 3/, t étant un nombre 
entier quelconque, positif ou négatif. Il est même visible 
que ces valeurs satisfont seules au problème , parce qu^elles 
expriment seules que y^^fi est multiple de a. Ainsi, 

X = « — hi y = ;3 -j- û/. . . . (a) 

Si donc on avoit Tune des solutions , on connoîtroit toutes 

les autres. En faisant ^= o , i , a, — i , — 2, les 

valeurs de x et de y formeront des progressions par dif- 
férence dont les coefficiens réciproques h et ai sont les raisons 
(Tune sera croissante et Fautre décroissante, si a et ^ 
sont de même signe). 

II 8. Il reste à trouver « et /3 ; pour cela résolvons 
ax -f- ^ = r , par rapport à x ; on suppose a << ^. Il 

vient x= ■ "^ "^ . Divisons c et 3 par a^ pour extraire 

a 

c ~ b 
les entiers ït et / contenus dans — et — ; c' et b' dé-- 

/ i . m a a 

signant les restes, on a 

X = A — fy ^ i-. 

Il ne s'agit plus que d'assigner les valeurs de jr qui 

c' — y y 
rendent entière la quantité ■ 
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1K y = I , alors en faisant ^ = ^9 on a . » • . 

,j' = c' — - or; en prenant pour z totis les nombres entiers, 
tant positif qae négatifs , en trouve j>our m tX y toutes 

les solutions entières du problème. 

d — Vy 
Mais ^ V n*est pas un , ta posant ^ = »- 

on à az-^ V.y = «'^ 

«quatîon qn^l s'agit ^e résoudre en nombres entiers, 
et dont les coemciens sont moins composés que dans (i). 
En résolvant de nouveau par rapport à y, et extrayant 
les entiers, on tombera de même sur une équation a deux 
inconnues ; et en continuant ainsi on diminuera successi- 
vement les coefltciens qui seront les divers restes qu'on 
t>btient dans le caldil du commun diviseur entre a et 3. On 
sera donc conduit à une équation de la forme 9 '^mt-^^tif 
^*on traitera comme pour le cas oii 3' est== i. 

Un exemple étiairera cette tbéorie. Soit iajp— 'Gy^rrxooo, 

1000 + 67 y 00 1 c I ^ + 7J^ • f • 

on a «= î — '-s^ = 83 + 5r 4- ■ / ■ : faisons 

xa ' '^ ' la 

4+.7:r „ . , 3z — I 

■ = jt , d où jr = 4 X î posons encore 

■ =: Il ; Il vient rczau + ■ ' ; ennn 

7 ^ 

■ "^ — = f , donne i/ = 3f — i. Si donc on iait /=:o, 

on uoave k= — i, z = att + ' = — ^i >'=4«=— 4» 
enfin «=61 , et par conséquent d'après les équations (2) 

« = 61 + 67/ j^ = — 4+Ï51/ 

on auroit pu attribuer \ t toute autre valeur , et on auroit 
obtenu des résultats équivalens , en observant qu'on peut 
ici mettre / + « pour t^ m étant un entier quelconque. 
I. • 10 



• • • 



• • 
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donc t = — a, — x, o, i, ^ 

donne x= — yS, — 6, 6i , ia8, lyS. 

Ces calculs sont quelqueCois fort longs , mais on peut 

4-L-y 

beaucoup les abréger ; c'est ainsi que ^ eljr devant 

(/ '«L. <Tfy \ 48y 
rr- j «t — -î^ le seront aussi , de même 

que la différence de ces quantités, qui est — '• j on 

posera donc de suite --^ = ^» ^^ qui conduit aux 

mêmes valeurs de a; et ^. 

Au reste , consultez le n^. 546 , où on donnera des 
moyens plus expéditifs. 

X19. Il arrive souvent qu'on ne veut admettre que les 
solutions positives ; en général , les expressions (a) donnent 
deux limites de /; Tune qu'on tire de «t— «^/ >- o , Vautre 
de /8 + û/ > G (*). On résout ces inégalités à la manière 
des équations (io5), parce que les raisonnemens sont 
les mêities. On voit qu'il se présente alors deux cas. 

(*) Nous regarderons les quantités n^atives comme éunt ^o; œ 
n'est pas qu^en effet on puisse rien concevoir de plus petit que zéro ; 
mais lorsqu'on fait varier jr dans la quantité a — '^ , à mesure qua 
y cro)t , elle s^approche de plus en plus de o , et elle devient nulle 
lorsque y 1^ a \ y continuant de croître , a —y devient négatif et 
croît aussi \ or lorsqu'^on veut prendre pour y une valeur teUe que 
O'^y soit négatif, il faut que j^ soit > a , ce qui revient à supposer 
a — J^^O) et. À soumettre cette expression aux mêmes calculs que 
les équations : mais on ne pourra changer les signes , et dans cette opé- 
ration on regardera -i-a -3.... comme des quantités décroissantes: 
a'^ b donnera ^a ^— b,\\ est facile de voir quVn général dans tous 
les cas semUAbles on pourra regarder les quantités négatires comme ^o« 
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1**. Si l'une des limites est comprbe dans l'autre (comme 
A on avoit f>5 et />>3) alors c'^est comme s*îl n'y 
en avoit qu'une seule ^ et la, question admet une infinité 
de solutions : x et y croissent ensemble ; a et b sont de 
signes contraires. 

2*. Si l'une des limites est en excès et l'auére en défaut 
( comme si on trouve / < ra et / >3) alors on ne peut 
donner à t que les valeurs intermédiaires , et le nombre des 
solutions est fini ; dans ce cas x croit , y décroît ; a et à 
sont de même signe. Il pourrait même se faire que les 
lunites s'excluassent l'une l'autre (comme /<xaet/^i5) 
alors la question seroît absurde. 

Dans notre exemple , on posera 6i + 67 / >■ o et 
— 4-4- laf >o, d'où on tire^>— fj et f > -j^ ou ^. 
Il est clair qu'on ne satisfera à ces deux conditions qu'au- 
tant qu'on prendra t^o ou rf=i, a, 3 ce qui 

s'accorde avec ce qu'on a vu. 

120. Voici divers exemples de cette théorie, 

I. Partager 117 en deux parties dont l'une soit multi-^ 

pie de 19 et l'autre de 7, On a 19a; + J y =^ 117; 

,, , 117 — lux 5 — 5x 5 (i — x) 

d'où Y = "^-^ — ' — '^— ' > aonc ou — 2 ^ 

• 7 7 7 . 

est un nombre entier. Faisons ■ = / , il viendra 

7 

« = 1 — 7/ €t.^==i4 + 19'. 

si on veut que les parties de 117 soient positives, il 
faudra en outre qu'on ait 1 — 7/ > o et i4 + 19^ ^ Of 
d'où / < -J et > — f|. On ne peut alors satisfaire *au pro- 
blème que d'une manière; t=zo , donne xr= i ety==z 14; 
dt sorte que 19 et 98 sont les parties demandées.- 

II. Payer 2000 fr. en draps de deux espèces , l'une \ 
^ fr. , l'autre à i3 fr. le mètre. On trouve 9x4*1^^=^20^0» 



s4B AiGÈËiie. 

^ 200O — i3r ., ^ - 2 — iy 

d ou X = =^ : il faut rendre H. , oïl 

9 9 

■■ j un nombre entier ; ainsi îL. -=: g J'oà 

9 •s 

1 QZ I Z 

jr = ^—'y puis =/ et z=i — 2f. En 

faisant / = o, on a z=:i , jr:=: — 4, fl: = aa8}clonc 
» = 228*^ i3f , jr-sr— 4^- 9^ 

Pour que x et y soient positifs , il faut que Ton ait 
a28— i3/ >o et — 4+9^ >o; d'où f < i8 et > o. 
£n faisant f = i , 2, 3... 17 , on a pour les 17 solutions 

de la question a; = £iS, 202 9 189 7; 

^ = 5 , i4i a3 ,.- ï49- Ainsi , on peut donner 2x5 ". de 
drap à 9 fr., et S*", à i3 fr. ; ou, etc. 

III. Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr« 

contre des ducats de 9 fr. ; il a donné i5 fr. en sus; 

on demande combien de sortes de marchés, il a pu faire. 

^ . .- « > 9y — ï5 . . y — 3 
Ona9^=54*^-ï5| d'oua;=.i^^--- ^ ainsi -î^-- — =/, 

d'où y = 4^ + 3et jc = 9f4"3. Lorsqu'on veut que 
se et y soient positifs les limites de t coïncident , et 'on 
a f >••— I : faisant ^ = 0, i, 2,.... on a un nombre in^ 
fini de solutions renfermées dans les séries a; = 3, 12, 21... 

^=3, 7, II, on a donc pu changer 3 ronbles contre 

3 ducats , ou 12 roubles contre 7 ducats; etc. 

IV. 6x— X2^ = 7 ne peut être résolu en nombre» 
entiers. 

V. Il en est évidemment de même pour 2x-f-3j'= — 10, 
si X et y doivent être positifs : au reste , le calcul le 
prouve, puisqu'il donne x=:3/ — 5 et^ = — 2/; et 
les limites f^ ^ et •< o sont incompatibles. 

yi. Partager en deux autres la fraction — j dont le dé« 
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nominateur d est le produit de deux nombres a et & premieri 

entre eux; pour cela on fera --r = -r — h -^^j et on 

a ù G 

devra résoudre en nombres entiers l'équation aa:-f-^'=R. 

Aînsî, pour ^, comme 77=1 1 x 7, on a 1 1 jc-l-7 j.=58, 
d'où a:=7 / — 3,^=i3 — 11/; il y a un nombre in- 
fini de solutions, si ^ doit être' la différence des deux 
fractions cherchées ; mais si elle en est la somme , il n'y 
en a qu'une qui répond à/=:i; onaf| = f-|"nr- 

La fraction ||^y dont le dénominateur =4'3.7.iit' 
se décompase d'abord en i + rrr» c^Uc-^ci ea . . . . • 
|_w=^ + 4|_,; enfin II = |-fJrî donc. . . 

SÛT — 4"r3"I"7*fTï *• 

y II. Faire So s. avec des pièces de 2 s. et de 18 d. Soient 
X le nombre des pièces de 2 s. , et^ celui des pièces de 
*} s. ;on a 2 j:H-| y=^ 5o, ou 4 ^+3y = 100 : on en tirera 
a?=i — 3 / et^=3a+4 '» *" faisant /=:o, — 1, — a 

jusqu'à — 8 , on a a:=i, 4, 7, y = 3a, 2&^ 24. 

Si on prenoît aussi les valeurs négatives de xou de^, alors 
les pièces de 2 s. seraient données en échange de celles de 
18 d.., Se manière à produire 5o s. de différence. 

121. La même méthode s'applique lorsqu'il y a 3, 4f*'* 
inconnues et autant d'équations moins une. En voici 
divers exemples. 

YIII. Quel est le nombre iV qui divisé par 5 et par 7, 
donne 4 et 2 pour restes? Désignons par x et y les quo-* 
tiens respectifs, nous aurons 

N=5x + J^^ jy = 7j+2, d'où 7jr — Bdpaaa,. 

•n résout cette équation par les moyens indiqués, et 
•B a «=7/-|- 1 etj^ssSz+i, ce qui donne i^=s35/-f^« 
Lt nombre demandé est l'ua de ceux-ci g 9 44» 79 9 —«^ 
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IX. £n quelle année a-t-on eu 17 de cycle solaire 
et 6 de cycle lunaire? Le Cycle Solaire ou des Lettres 
Dominicales est une révolution do 2$ années, après lesquelles 
ehaque jour dé la semaine revient à la même date du 
mois. Le Cycle Lunaire ou Nombre d'or eut une période 
de 19 ans après lesquels les lunaisons rdombent aux 
mêmes dates du moist Comme les J'étes mobiles sont dé- 
terminées d'après le jour de Pâques, on voit que tous les 
î)3a ans ( a8 y 19 ans ) , on doit avoir le même al- 
manach (^). Ces deux cycles ont commencé ensemble 
457 ans avant l'ère chrétienne. 

Les cycles n'étant que des périodes de 28 et 19 ans, 
le problême revient à trouver un nombre N qui , divisé 
par 28 et 19 , donne 17 et 6 pour restes. Soient a; et j* 
les quotienSf'on a * " 

JV=:a8a: -j- 17, JVsrsigj-j^G, d'où 19^ — 28 a; = 11. 

« 

Cette équation donne 

^ = 28 ^-(-5, xî=:i9/-|"3, d'où iVt= 532 f-j- 101 ; 

mais comme l'origine commune de< ces deux périodes 
a précédé de 4^7 «^^is ^'^re chrétienne , l'année cherchée 
est iV — 4^7 ou 53a t — 356. Ainsi , les années 176, 708, 
1240 9 177^ sont les seules qui aient pu réunir 17 de cycle 
solaire et 6 pour nombre d'or. Les valeurs négatives ne 
doivent pas être exclues. 



^■^^ 



(*) La chose n'a Heu ainsi que dans le calendrier Julien , car la réforme 
l^régoriflbne a supprimé trois années bissextiles séculaires sur quatre , 
ce qui détruit la «période de 4 X 7 =28 du cycle lunaire. De même 
les révolutions lunaires étant déterminées d''une manière approxima- 
tive seulement par la période de 19 années , on doit aussi iuter- 
.caler un jour environ tous les 3oQ ans , ce qai en détruit la régularité. 
,f^oy, n9. 545, 
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En général , soient j et / les cycles solaires et iunairet , 
Tannée cheïrhée est N = 53a / -f- Sy ^ — 56 /'— 457- 

X. En comptant les feuillets d'un livre 7 à 7 , il en 
reste i ; 10 à lo;, il en reste 6; enfîn , 3 à 3 il ne 
reste rien, on demande combien le livre a de feuillets? 
On suppose qoe ce nombre N est entre 100 et 3o6w 
On a 

d'où Sj'— 7a: = i, 3jr — 10 z =6. 

Celle-ci donne d'abord zi=r3/% j'^rra-j-io f^^ ce quifhange 
l'autre en '~ 3o /' -^7^=5. On satisfait de nouveau à 
cette dernière par /< =27 '+1. et x.;=:5 (i + 6') » dpnc 
iV"=*36 +2to f par .coqséquenl , si on fait (=0, i, a...» 
on trouve N =z 36^^4^^ 4^6..., % ainsi le livrera 246 
feuillets. 

XI. Tro,uver. .un nombre qui, divisée par .a, 3 et 5, 
donii^ 1 oA ^'^ 3 pour .i:estes. On a l'v . - ' '' • 

iV= a^ -f> I = 3 r + 2 = 5 r -p ^f . 
d'où a jr— 3y =s= 1,'ei 2JC — 5^=i=i. -" 

La première donne a? = 3 /' ' — i, y = a '*' — i ce qui 
change la deuxieme-en{6* /' — * 5,r =3: 4?i d^^ -? =iî 4 -+ 6'» 
et par suiteiV==:3o f -f- a3; ajnsi JV= a3, 53., 83, ii3... 

122. Lorsqu'on n'a qu'une équation et. trois incon- 
nues 9 on opère ainsi ^qu'il su^t. Soit 5 a: -j- 8 j -j-' 7 * = Soi 
En faisant 5o -^ 7 r ::=i.u •. on a S x 4^ 8y s=z u*^ d'où 
i: = 8/ — 3ttelj';=a II—. 5/; remettant 5o — ^7 « 
pour {/ , il vient 

xt= ai 4r + ^'"^ i5o,^= xoo — i^ z~5t, 

Jt et *f' sont des nombres entiers quelconques. Mais si x 
et jr doivent de plus être positifs , on devra satisfaire à part 
i cette condition. 
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CHAPITRE III. 

9ES FUISSiJTfiBS^, DBS RACINES ET SIS itQVATIOKS; 

BU SECOND DEGRÉ, 



■«•M» 



' 2. Dès Puissances et Racines dès Monômes, 

1x3. Il A règle dofeinée (96) sim^ifie rclévatum aux puS»-. 
ssneeSf ttk <^vîuint la inultîplîcatîoa rëitërëé (6û) ^ car soit 

propoê^ d'ékVer a à la paissancé t?i-=^ n -f" P^ ^^ ^ 

«*•=«'* X fl'' , de sorte qu^apvès avoir formé af* eïaF ^ \e> 
prodoîl donnera o^. JDe même , on pourra décomposer 
m en trois parties n -f* ^ 4" 7^ ^^^^ o"* se= 0* X oP x af. 

Il suit de» règles de la multiplication^ qite /Tour élever vft 
monôme à une puissance ^ il faut multiplier Veecposant d^ 
chaque lettre par ie degré de la puissance. Ainsi 

xa4« On tire encore de là un moyen facile de former 

certaines puissances àes nombres ; car a"* lorsque m = npy 

reiriem à a*P = («")''. De même si m = npq,.. , on fera 

la puissance n ir a^ h puissance p de a" , ta puissance ç 

de a^P. . . De même pour Textraction des racines : ainsi 
11 

\/ 53i44-i V comme 12 = 3.2.a, se trouvera en prenant 
h racine carrée , qui est 7:^ ; puis celle de 729 qui est 
37 ; puis enfin la racine cubique de aj 1 qui est 

3=- v/ 53i44ï* 

laS. Réciproquement pour extraire la racine m*, d^unf 

monôme , on extraira celle de cha^uejacteurg cette racinm 
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^ tr^mê en divisant chaque exposant par m. Ainsi . • 

le degré de. k racine est pair, e& dbil affecter cette 
jracine du «îgne ±: , tel que pour V^ 9 s= ±: 3. Cela 
yîcnt de ce qu'algébricjuement parlant , 'pour qu'un nombre 
m soit racine de 9 , il «uffit que m* = 9 » ce qui a lien 
ioit que m ait le signe + ou — (p. latj). Sf le degré de 
la racine est impair 9 le signe de lapaissanoe est le méiM 

que celui de la racine \/ — 37 = — \y/ a43 = 3. 

xa6. Les expressions radicales éprouvent souvent det 
simplifications. Ainsi y8=v/(a X 4) = * \/^ i ' • * :. > 

^^f^^=^^^.V^(3a^.6a^+3*0=C«-W3^ 

Demémeanssi \/« + v^* + ^V^ " S^hi=3\/a''izy/bi 
^x'y—a^xy + * /*> = (i — « + *) V *>• • . • • * 

v/ 37 à^h^i/à a^i^=a (3 — *') v/3 tf*. 

127. Be ce que la racine d'uée quantité ert ie p«^doî| 
des racines de «hacun de ses facteurs (iftS)^ il' «oit 

que y/ûx \/3 = \/ah. Donc , pour multiplier où diviser 
deux ifUantiiis affectées du même radical , il faut A''^ 
le produit ou le quotient de ces quantités et VaJJectir de 
êe rm^ced, JhuT ^%^^e , yB x \/^ = ^/^ = W^^ 

\/6 1 " " " a / 

3\/o ïi • . • 
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^=siv'i^=r7^; y/»xC'~7=:^/-w; 



?p3- ' ^ " 4\/3 
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n , 

y/ax ".a \ b 5 ,, ^ 

( V^fl + \/*)' = û + 3 4- V«* f 

(^a^A")' = û"^"',- en supprimant le radical. 

' 1^8. Comme, il n^y a pas de. nombre' qnî, multiplia 
par lui-même,, puisse Alonner un résnltal négatif — m, 
v/ — Wï rcfrésenle une opération impossible : c'est ce 
qui lui a fait donner le nom d'Imaginaire, Nous au- 
rons (i3c), 1®.) par la suite occasion de remarquer que ces 
Symboles, quoique vides de sens, n'en sont, pas moins 
importa ns à considérer* On les combine dans tie calcul ^ 
comme s'ils étoient de véritables quantités, en les assu- 
jetissant aux marnes règles. Mais alors le' principe pré- 
cèdent doit éprouver quelques modifications : ainsi. • - • 
\/ — ôX \/ — «, n'étant autre chose que le carré de 
y/* ^— * À , est visiblement — à : Ot h règle ci-dfessus 
^embleroit donner pour pf^durt ^ -^a^ un iï. Mais ob- 
se^vons que \/a^ est ou*-|- ^î o" — ^^î l'inccrtiludc du 
signe en général, n'a lieu que lorsqu'^oii ignore si a* 
provient du carré de rf* '^9 oti de rcelui di^- — • a : or, 
c^esl ce qui ne peut exister ici, et on a t^ ^ pour produit. 

Concluons de là que \/ — a x \/ — ? a — -*- o. De même 
y/ — a X \/ — b revient à ^a, ^ — i x \/b. yj — i. 
ou — *yjab. 

On verra que \/ — aet — ^— -û ont pour puissances 
I, a, 3, 4\/ — ûi — û, — ayj-^a^ ^a*^^ar^ — fl, — a% 

— \/-— o — tf , -}- a v/~~ ^ 1 ^^ 1 """ ^ x/""" ^ » — fl^ f 

le carré de i + v/ — ' ^^ réduit à a ^ — i. Le cube 
de — 1 -[- \/— 3 est 8, Le produit de . . , 
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jc + fl 4" ^l/ — * pâ*" jc + ^ — ^yJ — ï *st {x -f- ô)* +^% 

quantité RéeUe, 

129. Il suit delà règle (127) que pour élever à une 
puissance un monôme déjà affecté d'un radical ^ iljaut 
élever à cette puissance chacfiie facteur sous le radical. 
Ainsi le cube de ^3 a'*h est ^/^'j a%'^\ celui de y'a est 

Concluons de lâ , que lonqu^on veut extraire une racine 
d^un monôme déjà affecté d^un radical ^ il faut , sUl se 
peut, extraire la racine de- la quantité i;adicale ; ou, dans 
le cas contraire , multiplier Pindice du radical par le 
d«fgré de la racine à extraire. Ainsi , la' racine cubique 

de ^ûfi est ^a^\ \/^(v/û") ^^a"^,^ {y/a lti)~l/ah\ 

1 30. On peut donc ^ sans changer la valeur d^uhe ^uan^ 
tifè radicale j multiplier ou diviser par un même nomhfe 
les exposons et l'indice du radical; puisque- c'est d'une 
part élever à la puissance , et de Tautre extraire la racine ; 

Par là, il devient facile de multiplier et diviser les 
quantités affectées de radicaiipc différens ; car il suffit de 
les réduire à être de même degré; on, les multipliera 
pour cela respectivement par des nombres convenables , 
comme pour la réduction des fractions au même déno- 
minateur (34). Par exemple, 

m 
m II mn \/ a "*** û* 

y/ài>. y/lfi = ^Ja"ln'- ; 1_ = v^ — ; 



• » 
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%. Des Exposons nég<ttifs et Jractionnaîref. 

i3i. Nous avons dît <][ue le (juotient ae — est a'"'"; 

mais il faut que m soit ^n ; cajr sans cela , m — n seroit 
négatif, et comme on ignoy encore le sens qu'on doit at-« 
tacher à a""^^ on ne pourroit multiplier a^P par a"* ; ainsi 
on ne sauroit prouver que o^ x ^ "**"• doit reproduire a^* 
Mais remarquons que Fexpression 4i "" ^ ae peut rien 
signifier et n'a aucun sens par elle-même , puisqu'on ne 
peut y attacher l'idée propre aux exposans ( 12 ). On est 

donc le maître de désigner — para'^'^^aînsi que nout le 

ferons dorénavant. B'après cela, dans tous les cas, on pourra 

dire que — = a*" "^ " ; car la chose est démontrée , sî 

m >> n , et elie résulte de notre hypothèse lorsque m^n 

puisqu'en divisant les deux termes par a"* , on a . ... . « 
a"* t 

L'algèbre apprend à trouver des formules qui , par 
leur généralité conviennent à toutes les valeurs nu- 
mériques qu^on peut imposer aux Lettnâ* : on doit donc 
regarder comme un grand» avantage , de n'avoir pas be« 

soin de distinguer , dans une expressicrn algébrique , qui 

a'* 
renferme des quantités de la forme — ^ tous les cas qui 

peuvent résulter des diverses combinaisons que fourni- 
roient les suppositions de m ^ ou ^ n dans chacune : 

ori mettra a*" "" " au lieu de — , et la formule sera vraie 

dans toutes les hypothèses ( 189 i**. , et 108 )« 

Il faut aussi avoir égard au cas de m = 71 ; alors a »« — »*• 
devient a**, symbole tout aussi insignifiant par lui-même- 
que lï "" '*. Nous conviendrons donc de faire a* =. 1 , puis-- 



a"* 



qu'alors — = i, 
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Ainsi, lorsque nous rencontrerons dans une formulé 
«* ti a^^j ces expressions seront, faciles à comprendre , 
en examinant leur origine : &" eia^ p n'ont pu provenu^ 

que d^une division «^ , dans laquelle dh avoit m^=n dans 

le premier cas, et n = m -{-;? dans le second. D'après cette 
convention , on peut faire passer un Jacteur du déno- 
minateur au numérateur^ en donnant à son exposant un 
signe négatif : de plus \ Vexpression a* est un symbole 

ifuivalentà Vunité. Ainsi af=ihi*z=. (p+y)<»= T -r- ) = x ; 



{pcy a 



oTl/' 






ePdi ' r 

Voilà donc les puissances nulles et négatives inUo-» 
duites dans le calcul , par une suite de principes qui ne 
ftouffrent aucune difficulté. Nous avon^' trouvé le germe 
de cette espèce de raisonnement dans la multiplication 
des fractions (4o) , et nous aurons par la suite de pom- 
breuses occasions de nous en servir. Venons-en |ux puis-» 
tances fractionnaires. 

x3a. La règle donnée par Fextraction des racines ^es 

m Z 

monômes prouve que ^a" = tiT ; mais il faut pour cela 
que n soit tin multiple de m, car on tomberoit sur un expo- 
sant fractionnaire , dont la nature est encore inconnue ; on 

ne pourroit démontrer quVn rendant a^ m fois fac- 
teur , le produit seroit a". On est donc ici dans le méAe 
cas que pour les exposans négatifs ; et il ett visible que 
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Il 
a" n'ayant aucun sens par soi-même , on peut lui faire 

désigner^ n"; par là les formules pourront convenir 
à tous les cas , qve n soit ou non multiple de m ; ce 
qui est conforme au génie de Talgèbre. 

Donc , lorsque nous rencontrerons a '" dans une formule, 
il sera facile d'en avoir une idée nette , en obser\'ant 
que cette- eitpression n'a pu provenir que de Textraction 
à faire de la racine m" ^e a". La règle donnée pour 
faire cette extraction est donc générale dans tous les cas; 






»• /arb''\ a", b^ 



"». /^bP'\ ' 1 



H 



X c 



1 '" 

i33. I . — et i/a" sont les valeurs de convention attri- 

buée^ aux expressions a* , a"^ p et a" * Mais* o , — p et 

— ne doivent point être regardées ici comme de véri- 

tables exposans , dans le sens attaché à cette dénomina- 
tion ; quoique ces valeurs occupent la place réservée à 
ceux-ci. Ce seroit donc abuser des termes que de se 
croire autorisé à dire . sans démonstration , que .... 
û'" X o" = fl*" **" " , quand iti et n ne sont pas tous 
deux entiers et positifs. Il en est de même de 
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I. S'il s'agit d'exposans négartifs, on a 

^ ^» — ^ = ^ " ; on voit 
de même que tf~«x a*^» — a-» — ». 

^ ^ — " •?: — «"x «- = «-. + -. de même 

on trouve que --. ^ - « — « . ^. ^ ^ ^ ^ « 

* ^n -^•■* 9 et que t^ n^tg» — m. 

II. Pour I« exposans fractionnaire» , on peut d'aBord 
en mnliiplier les deux terme, par un même nombre p ; 

car ( ,3o ) a" = ^«, = ;/'^„ ^ ^^ 0„ ^^^^ 

réduire au même dénominateur les exposans des quan- 
tités q.,'on veut multiplier ou diviser entre elles. 



n r 



1 . Sou «- X «- = v/a« X v/«'= x/«"+p = o^. 

- — — "' "' m >• — > 



''. - '•. •" Tr 



On voit donc q,.e les' règles qu'on pratique sur le. 
•xpo«.ns enfers des monômes, dans la multiplication, 
la d.y«.onî l'elevauon au* puissances et l'extraction del 
racmes sont encore vraies , quand ces exposans ne sont 
pas entiers. Remarquons en outre que les calculs rela- 
«il. à 1 expopm Iracuomuire ne le supposent pas positif 



• * » • 

On facilité quelquefois le^ calculs par ces jpniicipési 
jpair exemple , pour diviser |/a'3* par y/a^P ^ on écrira 

a^b^ la'b"^^ tt réduisant les exposans aU ntéme dcno-»» 
minateur, il vient 

3. Des Èacines carties et cubiques des Polynômes. 

i34- i^* Tout nombre composé de n chifTreJi est entré 
10" et lo" •" *, son carré est donc compris entre lo*" et 
lo'" "^ ', qui sont les plus petits nombres de 2 n -f^. t 
et 2 71 — I chiffres ; donc le carré aânouan— -i 
chiffres , ainsi qu^on Ta dit (62). 

2*. Soient a tl a ^ 1 deux nombres consérurifs ; leurs 
carrés c* et û* -|- a o -}• ' diffèrent en lire eux de 20-^ x t 
ce qui est d'accord avec ce qu'on sait (66,4"') 

3*. Lorsqu'on a poussé le calcul de Textraction jos^ 
qu'à connoitre plus de la moitié des' chîffres de la racine , 
les autres se trouvent par une simple divisioti , ce qui 
abrège sur-tout les calculs d'approximation. 

En effet, soit N le nombre donné, a la partie con^ 
nue de la racine , et x celle qu'on cherche; yN^ a-^^ x 
donne iV = a -{•% a x '{'X^\ transposant a^ et divisant par 

]^ a^ jp' 

2 <t 9 il vient ■ ' = x + — . Cela posé • si x est 

composé de n chiffres, x'* 6n aura a n au plus; et commtt 
a est suivi de n zéros , on voit que 2 a sera ^ x*^ 

(et par coméquent — <^i) quand a aura pkis ^ a J»* 

cfaiffres, c.-à-d. , quand on connoitra plus le la moitié 

jV" tf' 

des chiffres de la racine. On aura donc x = ■ ^ 

2a 

lorsqu'on ne voudra que la partie entière M ^N \ w 



. i 
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qui arrive toujours dans les approximations et même pour 
les racines de nombres fraction naires (66, i*.). 

On divisera donc N '^ a"^ ^ ou le reste de Topëration 
qui a servi à trouver a, par le double de a; et pour 
cela 9 on ne regardera la partie connue de la racine 
que comme des unités simples , en supprimant les n 
zéros qui devroient être mis à sa droite, et on suppri- 
mera aussi n chiffres à la droite de N. 

Ainsi, pour ^3.75.4^.98.17, les trois premières 
tranches donnent d^abord 193 pour racine, et 2^3 pour 
reste : si d6nc on divise 29398 par 2 x 193 ou 386, 
on aura 76 pour les deux autres chiffres de la racine. 

De même, yaLZ=iij^i/^2, en fie poussant Fappro- 
ximation (64) qu^aux loooo**. ! pour trouver 4 autres 
décimales , comme le reste est 3836 , on divisera 3836oooo 
par 2 X i4t4^ ou 28284 ' le quotient est i356; on trouve 
par ce mojen 

V/2 =: 1,41421^^^9 v/3 = 1,7320508076. 
i35. Soit proposé d'extraire la racine de 

ga^ — ixaH -f- 34a'ô' — 2oa^' + 25^ 

représentons ce polynôme par X. Nous dirons , pour 
abréger , que le terme où la lettre a porte le plus 
haut exposant est h plus grand. Soient x le* plus grand 
terme de la racine cherchée , ^ la somme des autres 
termes; d'où (97,1^) , X= (a:+j)*=a:» + 2x^+7'. 
x^ est visiblement le plus grand terme du carré X, ainsi 
j^' = 9 tf^, ou X = 3a* pour premier terme de la racine , 
et X — 9^* + 6ay +.^'. Otant ^ des deux membres , 
il vient * 

— 12 aH 4. 34 a'^* — 20 fl*' -+• 25 i^ = 6 û^ -f jrî 

y est en général un polynôme , aussi bien que 6 ay : 
or il est clair que le plu^ grand terme de(6a'-f'J^)>(/ 
I. • 11 
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est celui de 6 ay; donc — 12 a^b est le produit cfe 6d* 
par le plus grand terme de y : ainsi ce terme sera le 
quotient de — 12 a^ù divisé par ffa^ , double de la racine 
trouvée. Il en résulte que — • SLob est le second terme de 
la racine. 

Pour achever le calcul , faisons 3 û' — a a5 , ou. . . 
ce — 2 db =: 2/^ et désignons par j^' lés autres termes 
de la racine. On a X rr jc" -f" ^ ^j' + y'^ î ôtons a?'* de 
part Pt d^autre : or x'"^ se (ompose dé x"^ , déjà ôtë 
de X, puis de - 2 x.a ab -f- (2 û^)% ou -2 ab (2x- 2 ab)» 
Si donc on écrit le stcond terme — 20^ de la racine , 
à C(^té de 60', double du premier, et si on multiplie 
par — 2. abj en retranchant le produit du reste ci-dessus ^ 
on aura 

3o a^b^ — 20 aP + 25 ^ = 2X^y +y » ; 

• 

y' est aussi , en général , un polynôme , et il est aisé de 
voir que le plus grand terme 3o fl'^"* est celui de 2 x^y , 
c.-à-^., est le produit du plus grand terme de 2x' par 
celui de^'. Si donc on divise 3oû"3* par 6 a', 5^' sera le 
troi<^icme terme de la racine. 

Faisons 3 a"* — 2ûô + 5ô' ou j:' + 5^*=^'', et dési- 
gnons par j^" la somme des autres termes de la racine i 
on aura X — x''^-=.2x^y^' -{-y^^; or, pour retrancher 
a:** de X, comme on a déjà ôté x'', il fa;it du dernier reste 
3o a 6' — 20 aP + 28 ^'* ôter encore 2x' . 5 ^' -4- (5^^)**, ou 
50(20:' -+-5 3"), On écrira donc +53' à cftté du double 
6a^ — i^ab des deux premiers termes de la racine, et on 
multipliera par le troisième terme 53"*; enfin , on retran- 
chera le produit du second reste. Comme ce produit et 
ce reste sont égaux, on a X — j;"'=o, d'où y^ = o et 
x'^'=r\/X. AînM la racine demandée est 3a*«— 'âtf^-f-S^** 
Voici le type du calcul. 
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—9^^ _j 6a—2ab 

ï*^^este. — i2a^b'\-'6/^a b* — aoab^-\^uSb^ J — 2ab 

+ i2a^b— 4fl 3j ) 6û'— 4aà+S^« 

il*, reste +'60 a 'b^ — :ioaP+2^b^ ( -j-5^» 

• o 

On voit donc qu'fl/?r^5 aifozr ordonné le polynôme pro^ 
posé , i7 7^11// prendre la racine du premier terme , et 
iontinuer Vopération cor(^me pour l'extraction numên'^ 
^ue (6a). 

i36. Comme on a (97, a^Ot • • * • • ^ 

(x+^)*==x^4-^'*^'J' + 'V'*^+J*» *^ s^*"^ facile d'appli- 
quer les mêmes principes à la recherche de la raeine cu- 
bique d'un polynôme. Nous nous bornerons à indiquer le 
calcul pour 

8fl6 — 2Sa^à^ + 54û^*i — 27 3«. 

' On prendra la racine cubique du plus grand terme 8 cfi; 
elle est 2a* ^premier terme du résultat cherché. On divi- 
sera le second terme — 3Ga'^b* par 120^, triple du carré 
de 2 a*', le quotient — 33* est le second terme de la ra- 
cine. Pour trouver le reste, on écrira — iSa^b-^^c^b^d la 
suite de 12 a^; cVst le triple du produit de aa"^ par — 3b* ^ 
et le carré de — 3b''; ce qui donne 12a'* — 18a 3'-f~9^« 
qu'on multipliera par — 3 3\ En retranchant du polynôme 
proposé, il ne reste rien; ainsi la racine cubique exacte 
est aa' — 33». 

8fl«— 36fl43«+54ii'3*— a73« ( 20^— 33' Racine. 
— 8a^ 



t*'.reste. — 36û^3 -f 54a3'»- 2 

u. 36a'.3'— 54^-34+27 3<î 

- ■ - r 
O 



Itr r 2fl' — 60^ nacme. 

< i2fl4_,8a'3' + 934 

73c \ —33» 
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Quant aux racines 4*- 9 S''., .... elles suivent des pré- 
ceptes ci-devant exposés, et il est facile de prévoir les 
procédés qu^on doit appliquer. Nous reviendrons bientôt 
«ur ce sujet (489)* 

f 4* Equations du second degré, 

167. En passant tous les termes dans le premier membre, 
réduisant en un seul tous ceux qui contiennent x* , opé- 
rant de même sur ceux qui sont affectés de x, et aussi 
sur tous les termes connus, Téquation du second degré 
prend la forme yix'^ + Bx+C = o; divisant tout par A 

et faisant -^ = p, — =^, on a 

équation qui peut représenter toutes celles du second 
degré, et dans laquelle p ti g sont des nombres connus 
positifs ou négatifs. 

Soit a un nombre qui mis pour «; rend nul x/^'+^X'{-ç; 
on a £i'+;?o-|-y = o, d'où ^ = — a* — /?a :^ar là ... . 
X* -{' px -{' ç est la même chose que x* — a^-^-px^^pa^ 
ou (a? -{-a) (jp — à)^p{^x — u), ou enfin 

(a: — a) (jc+o+/?)- 

11 s^agit donc de trouver toutes 'les valeurs de x qui 
rendent nul ce produit ; ainsi l'un quelconque des fac- 
teurs est nul, et on a â; — a = o, ou x*^-' a -{'/' = o- • 
Concluons de U que 

i^ Toute équation du second degré qui est satisfaite 
par une valeur a de x, en tdmet encore une seconde 
— -a— ^. Ces valeurs se nomment Racines f parce qu'on 
ne les obtient que par des extractions. 

a*. La somme des deux racines a et-— a— /i est—;?; 
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leur produit est— -a'-— a/7 qu'on a vu étre = ^; ainsi , 
h coefficient p du second terme est la somme des racines 
avec un signe contraire , le terme connu q en est le produit, 

3*. Il est facile de former une équation du second 
degré dont les racines fr et / soient 'données : pour cela, 
on en fera la somme Jr -{- / et le produit klj et on aura 
x' — (k + l)X'\- kl = o. On pourra aussi chercher le pro- 
duit {x — k) (x — /). 

4^*. La recherche des racines de la proposée (i) revient 
à trouver deux nombres dont la somme soit — p^ et le 
produit ^. 

S''. Il peut arriver que les racines ft et / soient égales ; 
alors, les facteurs, x — k et x— -/sont égaux, et x'*'\-pX'{-ç 
est le carré de Tun dVux. 

i38. Résolvons l'équation (i). Pour cela, remarquons 
que si x^ '^pX'\^ç étoit un carré, en extrayant la racine, 
on n'aurott plus à résoudre qu'une équation du premier 
degré : comparons donc ce trinôme à (x 4- 71)* ou . . • 
x^ '\-^nX'\'n*', et comme n est arbitraire, posoils pz=:an^ 
ou n:=ip. 

Donc si on a n* ou j /^^ se f , x^ 4~ f ^ 4" 7 ^^ 1® 
carré de x-f- ï/^f ce trinôme n'est un carré que dans ce 

^ B C 

cas. £n mettant -^ ^t — pour p et ç j on trouve que 

pour que Kx^^^'Bx'^C soit un carré, il faut qu'on ait 
entre les coefficiens iB relation B** — ^ 4 AC= o. 

Par là , on voit que si lp^ = q^ la proposée équivaut 
à (x -}- ^pY = o ; les deux racines sont égales à — ^p. 
Mais si cette condition n'a pas lieu , alors tn ajoutant 
Ip^ — q aux deux membres de l'équation (i), elle de- 
viendra ^ 
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extrayant h racitie , il vient j:+i/?=:in/(^;?* — f),^ 
d'où x = — lp±y/{ip^ — g) (2) 

Voyez (i25) la raison du signe ±. Dans chaque exemple 
parlir.ulier , on devra refaire le calcul ci-dessus, ou subs- 
tituer, pour p el ç leurs valeurs dans la formule (2). 

189. 11 convient d'analyser les divers cas que peat prë-r 
senter le calcul. Faisons Ip* — qz=. m, d'oii ^=jp* — m;' 
par là , j:" -|- ^x -J- ^ revient à 

x'+Z'^ + iP' — ^ ou(x4-i/?)» — m. 

Telle est la quantité qu'on veut rendre nulle , par la 
substitution de certains nombres pour x. 

I*. «Si' m est négatif ^ ce qui exige que tf soit positif 
dans la proposée et > \p^^ comme il faudroit rendre nulle 
la somme (x+»/')^+''> ^^ àtxix quantités positives, il 

est visible que le problème est absurde. On a alors 

x-=z — î/?±\/ — 7», le cas présent sera facile à recon-- 
noître au symbole imaginaire \/ — m. 

Cependant nous dirons encore que dans ce cas, Téquation 
proposée a deux racines , parce qu Vn assujétissant ces for^ 
mules — ^p :±u\/ — m , aux mêmesrcalcuJs çue si elles éf oient 
refiles f et les mettant pour x dans le trinôme x'^-^^px-^ , 
elles le rendroieni nul. On comprendra aisément la raison 
de ce fait algt brique, en se rappelant ce qu'on a dit des 
racines négatives (toô); car cette convention rendra la 
formule (2) propre à tous les cas, sans que ce genre de 
calcul présente d'ailleurs aucun inconvénient. 

2°. Si m est nulf ce qui exige que g soit positif dans 
la proposée ft — ;/?*, alors x'^-^-px-^^g revient au carré 
i\e X -{• 'pf et les racines sont égales. Ce cas sert de pas- 
sage des racines réelles aux imaginaires. 

3". Si m est positifs alors q est négatif dans la pro- 
posée , où lorsqu'il est positif , on a ^ ^ ^/^^ ; dans ce cas 
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Il est facile d'en conclure que j:* -|- /ix -{- ^ = o a pour 
racines — ï/'+V^w» *t — ip — V^w; et que leur somme 
est — p^ et leur produit ^p* — m ou ç, 

4"*. Pour que les racines réelles soient de même signe, 
jl faut que \/m soit K^ip^ ou m = y/?* — ^ <^p*t ou 
enfin ^ ^ o. Ainsi quand ^ est négatif j les racines ont 
des signes contraires, et lorsque q est positif ( et ^ ^/?*) 
leur signe est le même et opposé à celui de p, Voy. le 
n**. 1099 A^, pour r interprétation des racines négatives. 

5®. Si ^ = Of sans recourir à la formule (2) on voit 
que a:* + /ix=a:(x + /7)= o d'où xt=lo et ar=: — p, 

€•. Si p=zOj on a a:*-t-y = o, d'où x = ±^ — 9, 
valeur réelle ou imaginaire suivant le signe de ç, 

7». On a Ax^ + Bx'j^C=A {(x + î/?)' + mj , 

m étant positif, nul ou négatif, suivant que les racines 
sont imaginaires, égales ou réelles. Dans les deux i*'.'. cas, 
le multiplicateur de' A étant positif, le produit ou • . 
Ax* -f- Bx •4- C doit avoir le même signe que A , quelque 
valeur qu'on attribue à x ; mais si m est négatif, soient 
et ^ les racines réelles, on a 

^ Aj!^+Bx+C=A{x—a) (« — *)» 

•t on voit que si on donne à x des valeurs plus grandes 
ou moindres que a et & , le signe du résultat sera le 
même que celui de yf, mais il sera différent si x est 
compris entre a et b. 

8*. On pourra s'exercer sur les exemples suivans : 
i**. Cas. g»' — iajc-f-8=o.... x=:§±:f^ — t 



l68 AtGÈBAS. 

Îyx* — iair4-3=:o. x = §±^ ou :»=: i et Ji? — ^ 
2ar'+ 3ar+i=o. a:=i-^±^ ou x=-^ et a?=-l 
X*— X — arco. X = iH^I ou X = a et x=- 1 



y x* — g =o • • • X = 3 

l x* + 9isro... x=:rt: 



^= 



S«, .... X"— ax=ao • . . X = G et x = 2 

x= 3 et x=:*-3 
92=0... x=±3\/-*i 

De même, Téquation yfy'+^xy+ Cx'-+-I);r-f.£x4-F=: o^ 
résolue par rapport à y, donne 

slA 

i4o. Voici quelques problèmes du second degré. 

I. Trouver un nombre x, tel qu^en ôtant a de son 
carré le reste soit i. On a x*— 2= 1 , d'où x = zt:\/3, 
ou X = I ,73ao5o8 • . • • 

II. Partager a en deux parties telltes que m fois la i^^.f 
multipliée par n fois la 2*. donne le produit p? On a 

.n(fl — x)=p, d'où x=ifl±L/Aa« ^\ 

m. Etant donnés le produit p de deux poids et leur 
4i(rérence , trouver chacun d'eux? On a xy=:pj x— ^"=1/, 
i'Qhx=Ld±^(id*+p)eXy=^id±\/{id^+p). 

IV. Trouver deux nombres tels que leur somme a et 
celle h de leurs cubes soient données? De x-f-^ = ^i 
x' +y'c= b j on tire a^ — 3a'x 4- 3flx* s=:i , et faisant 
b = qf, ott a 

et r-i^-\/{U—h^')^ 

V. Quel est le nombre dont n fois la puissanctf p est 
égale à m fois la puissance p + slÎ x=±^(n:7?i). 

VI. Plusieurs personnes sont tenues de p^yer les frais 
^un procès , montant à 800 fr. ; mais trois sont insolvables , 
et les autres y suppléant à leur défaut , sont contraintes d« 



mx 
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donner chacun 60 fr. outre leur part ; on demande le 
nombre x des payans. On a , .. = 60 • d^oii 

* JC+O X 

x- + 3x=^o et :r = — îdrv/(î + 4o) = — î±:-^: 
ainsi, il y avoit 5 payans, au lieu de 8. Il est aisé dUn- 
terpréler la racine négative — 8. 

VII. On a deux points lumineux A et£, distans entre eux ^. 
de AB=ia\ l'intensité de la lumière répandue par^ est 
771 fois celle de £; on demande le lieu C qui reçoit la 
même clarté de part et d^autre : sachant que la lumière 
transmise par un point lumineux à un corps opaque dé- 
croît comme le carré de leur distance augmente. 

Soient « et /S les intensités des lumières que commua 

n tt tt 
niquent les foyers A et B k ]sl distance 1 ; — ,— , — ... 

ï 4 9 
seront celles que reçoit le point C lorsqu'il s'écarte de 

A h \si distance 1,2, 3,....; ainsi est celle qui ré- 

X 

pond* k l'espace AC = x ; et comme BC =z a — x, la 

g 
lumière que B transmet à C est : on a donc 

- :szz -T -— f d'où — =( « ■■■ I ssm.acause 

{a — xy fi \a — xj ' 

de « = m/3 : extrayant la racine on trouve enfin 

ûi^m om f ^ t \ 

«= — ou ar = ■( I zt-*— ; — )• 

\/w;dzi m — I \ \/fn / 

£n général, on doit éviter la double irratlonnalité des 
deux termes d'une fraction (65) , et sur-tout celle du dé- 
nominateur. Ici, on a multiplié haut et bas par y/m ^i , 
ce qui a donné (97, 3**.) pour dénominateur m— •! et 

pour numérateur am'iç,a\/m^ ou^ttiT « hP"~; — )• O** 
en dira autant des cas semblables. 



X 



dt= 9,8 ; on trouve n = 1/ —j- = 1/ — p d'où 
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I. Trouver n, connoissant a, J et 5? L'élimination de t 
donne 5=û/i+5ifa(n— I ), d'où 

"=t-t-»^{^+(t-^)"} 

Par exemple , un corps qui descend du repos tombe de 
4 mètres et -f^ dans la première seconde de sa chute , du 
triple dans la seconde qui suit , du quintuple dans la sui- 
vante 011 demande combien il mettra de secondes à par- 
courir 400 mètres (^. ma Méc, n*". 1 57)? On a la j>rogression 

4-4,9 . 3x 4»9 • 5 X 4i9 ; p«" ^=400; « = 4i9; 

800 

9»8 
n = 9^ et / = 83,3 environ. 

II. Combien une horloge frappe-t-elle de coups à chaque 
tour du cadran. Si elle ne sonne que les heures, on a 
1.4-2+3 + . .-}- tir d'où 5=6 X 13=178. Si elle sonne 
les demies, on a 2-f-34-4* • -~f~ ^^ et 5=90, etc. 

III. On a un amas de boulets de canon . disposés «n 
progression |^ar différence , et composé de 18 rangs dont 
chacvn contient a boulets de plus que le précédent ; on 
demande combien il y en a dans le dernier rang et dans 
l'amas, sachant que le premier rang en contient 3. On a 
«==: 3, n= 18, J=a; et on trouve / = 37, 5==36o. 

IV. Insérer entre deux nombres donnés a et /, 771 

moyens proportionnels par différence? Comme m 4- 2=1, 

l — a 
on a /=a-f-J(m+i) d'où rf=— — , comme (j83). 

/n-f- I 

3. Des Progressions par ipiotient, 

i44< Soit la progression ^alh\cld,,,.ill^ 
g étant la raison : on a les n — x équations 

h=zaqf r=^f, rf=r^. ••• lsz:if; 
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or, en les multipliant et supprimant les facteurs communs, 
il vient /=rû^"~», comme (84)- Puisque toute progres- 
sion géométrique peut prendre la forme 

Les puissances entières et successit^es d'une même quan-^ 
tité sont en progression par quotient. Il en est de mémt 
de toute série de termes dont 1e^ exposans sont en pro- 
gression par différence aq'^ l aq'"'*'^ l aq""^'^, . . • 

Ajoutons nos n — i équations, il vîerrdra 

or J+^+y+— +'=* — ^> a + ^+r+... +'=* — ^î 

Jq — a 
donc s — a-=.(s — Hj, et j = ■ ■ ■ . ' 

q — i 

Les équations 

l=aq''-^, 5 — a=(j — /)y, 

servent à résoudre tous les problèmes , où , connoîssant 
3 des 5 quantités u, /, n, q etjon demande les deux 
autres. Il est vrai que Téliminatipo conduit souvent à 
des calculs impraticables maintenant; nous donnerons par 
la suite les moyens de les exécuter. C'est ainsi que a, n 
et s étant donnés , en ne peut obtenir q qu'en résolvant 
l'équation aq" — ^Ç -^ 5 =- « , qui est du d^egré n. 

De m^me , si on demande la valeur de r , qui est en 
exposant, on doit recourir aux logarithmes (K. i5i, 3^}. 

4* Prqtlêmes dépendons des proportions. 

145. Règles d'intérêt. Soit a le capital placé durant un 
nombre d'années désirées, par/; 1 l'intérêt de 100 
francs : comme le capital a et le tems t sont en raûon in- 
verse (77), on change le problème en cet autre (80): 
si 100 fr. rapportent 1 durant un certain tenu , que 
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^apportera la somme a t dans le m^mc tems. Cette règle 
directe donne* pour Tintérêt ckeiché x 



ati 

•a: = 



lOO 

Cette formule peut aussi servir à trouver l'une des quatre 
quantités x, a, ^ et i, connoissant les trois autres. On 
verra » par exemple, quj; loooo fr. à 5/? | par mois durant 
7 mois rapportent 5i33,33 d'intérêt; et qu'il a fallu laisser 
8000 fr. placée dprant 7 mois i, pour que cette somme 
ait rappcy'té iSo îr, k ^ p ^ par mois. 

Si, au lieu de l'intérêt de 100 fr. , on donne le de- 
nier, c.-à-d. , la somme r qui rapporte i ff. par din 
otz par mois , on aura 

r 

Le rapport qui existe entre ces deux manières de sti- 
puler l'intérêt est donné par r/ï= 100. 

Si chaque année on laisse le capital s'accroître pai* 
Ifcs intérêts , voici ce qui arrive : si r francs rapportent 

1 franc au bout de i an ( ou i mois ) , le capital à 

o 
se trouve augmenté de — , de sorte qu'au tout de i an 

( ou 1 mois ) le capital est devenu ....*.* 

û'=fl-| .~^( )' Mais ce nouveau capital a' 

placé durant l'année ( ou le mois ) qui suit , doit de 
même devenir a' f — ^ — j ou af — ^ — J , de sort» 

qu on a successivement al — j y af ■ \ ^... 

tt en général 



ÎKtERÈf, Annuités. iyâ 

^our la somme due au bout de t années (ou /mois); 
On peut encore employer cette ëquatioh à trouver Tun 
des quatre nombres a j r^ t et x j connoissant les trois 

autres. En mettant ■■ . pour r, la formule cfevient 

propre au cas où Fintérét est stipulé à i pour loo, on a 



\ ÏOO/ 



Un homme destine une somme de loooo francs i 
payer un bien de 12000 francs ; pour cela il place son 
capital à 5 pour | par an , et y joint chaque année. les 
arrérages échus : on demande combien d'années sont 
nécessaires pour remplir le but quMl s'est proposé ; on a 

12000= loooo ( iH ) , ou 6 = 5.f ) . L'in- 

\ 100 / \20 / 

connue t est ici en exposant ; nous donnerons bientôt 

des moyens d'en trouver la valeur (iSi , 3'.). On aura 

t =r â ans et 9 mois environ. 

146. Annuités. On nomme Annuité la rente d'un ca*- 

pital a, calculée de sorte qu'en payant chaque année 

une somme x qui soit toujours la même , elle serve non<- 

seulement à acquitter les intérêts échus , mais encore k 

diminuer le capital , de sorte qu'on se trouve libéré au 

bout d'un certain tems. 

Lr capital vaut a( — ^ — J après la premicfe année; 

on paie x , ainsi on ne doit plus que a'— af j — x : 

mais af se réduit pareillement , après le second paiement , 

On continue de même à multiplier par ' ce qui 



^ 
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reste au bout de chaque année et à retrancher jc, pour 
avoir ce qui reste dû à la fin de l'année suivante ; de 
sorte qu'après t années Teraprunteur doit encore 

Abstraction faite du premier terme , on* a une pro- 
gression par quotient dont la raison est — -^—y et dont 

les termes extrêmes sont a: et a? ( ■ — i : h 

\ r / 

j — xr. Ainsi l'em- 
prunteur doit après t années, 

on pourra tirer delà la- valeur de Tune des quantités 
Zja^Xjreit connoissant les autres : si l'emprunteur 
s'est acquitté, z ::=. o. Pour l'usage de cette équation 
yojr, n**, i53, 11*. 

i47« Règles d'escompte. Soit a le capital , 1 l'intérêt 

de 100 francs par mois y t le nombre de mois , 

100 

sera Tintérét , de sorte que , pour l'escompte en dehors , 

la somrat à payer sera a 9 ou 

■^ 100 



X :=zà.( 1 ). 

V 100 / 



Pour l'escompte en dedans î\ faut dire , puisque loo-j-// 
doit itre réduit à xoo, à combien a doit-il être réduit? 
D'où 

100 a 

100 -(• ^' 
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148. Règles de fausse position, So\\,ax'=zh réquation 

qui lie entre elles les parties d^un« question ; si on sup-* 

pose à X une valeur arbitraire ^, et qu'on l'assujétisse 

à satisfaire aux conditions du problème , ce ne seroit 

que par hasard qu^on trouverait as T=ih\ supposons donc 

qu^on ait as = Cj en divisant terme à terme par aa;=3f 

c s 
on trouve -r- = — : ainsi le résultat quon obtient est 
X 

à celui qu'on doit obtenir comme le nombre supposé est 
à V inconnue. 

Cherchons un nombre dont la ^^ le ^ ^^ ^^ I r<^unis 
fassent 4^^* Supposons que 200 soit ce nombre , sa 
moitié , son quart et son cinquième forment igo ; ainsi 
200 n^est pas le nombre cherché : on posera la proportion 
190 : 456 :: 200 : a:, d'où a;=:4fio. 

Combien faudroit-il de tems pour remplir un bassin 
à Taide de quatre robinets , dont Tun le rempliroit en 
a heures , le 2*. en 3 , le 3*. en 5 , le 4*» «n 6. Suppo- 
sons qu'il fallut une heure ; le premier robinet empliroit 
la moitié du bassin, le 2'. le ^ , le 3*. le ^, le 4'* ^^ i ; 
et comme ï + î+5 + ç = f7 il ne faut pas une heure ; 

on dira f : | :: i : x= 1^ = 5o'. 

Ce procédé , quoiqu'applicable aux règles de société , 
d'intérêt , etc. , ne l'est pas à tous les problèmes du 
premier degré , puisque l'équation la plus générale e^t 
ax '^b:=icx^ d. Si la supposition xz^s ^ ne rend pas 
05 -f- 5 égal à cS'\'d y il en résultera une erreur ^ , de 
sorte que os-f-A— (cj-f-<f)=tf; retranchant de là 
ax-^b — (rx4-^)==o» on a (a — c) (5 — x)z=ze. 
Une autre supposition s* qui entraineroit l'erreur e\ 
donneroit (û — c) (5' — jc)=:c': divisant ces résultats 
terme à terme , on a 
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= — r d'où X 



Ainsi multipliez la première erreur par la seconde suppo^ 
sition et réciproquement ; retranchez les résultats en ayant 
égard aux signes des erreurs \ divisez ensuite par la diffé- 
rence des erreurs f le quotient sera l'inconnue. C'est ed 
cela que consiste la règle de double faasse position appli-f 
cable à tous les problèmes du premier degré. 

Dans notre dernier problème, la supposition de «=i^. 
a donne f, et par conséquent Terreur -f" i* ^^ faisant 
1?=^^, on a I pour résultat, ei 
— I d'erreur. Pécris ces nombres ^"PP^' ^T^' 

tomme on le iroit ci-contre, je i — | 

Itiultiplie en croix et je retranche ; 

î*ai V» 4* f ^^ i * '^ diiFérence des erreurs tsi ^ -{- ^ ou 1 1 

•nfin je dirise ^ par | , et j'ai « = |. 

S. Des Logarithmes. 

149. Faisons rarier x dans Téquation ^ = o' et obser- 
vons les irariations correspondantes àe jr. 

l^ Si a ^ 1, en faisant «=o, on ajr =^ r, jt= 1 donne 
ys=za\ ï mesure que x croîtra depuis zéro jusqu'à i et 
de là à rinfini , j croîtra de t vers a et ensuite à Tinfini; 
de sorte que si on imagine que x passe par toutes les 
valeurs intermédiaires , en suivant la loi de continuité , 
y croîtra aussi de la même manière quoique beaucoup 
plus rapidement. Si on met pour ar des râleurs négatives , 



1 



on 



aura y=za^^ ou (i3i) j^==— • On voit de même 



a* 



I 



que plus j: croit et plus -— ou j^ décroît; de sorte qu'à 

mesure que x augmente hégativement,^ prend toutes les 
valeurs < 1 jusqu'à zéro qui répond à x=oc; 



a*. Si a < I , on fera a = — , ^ sera > i et on aura 

y = -rrp ou y=-h^ suivant qu'on prendra x positif ou 

négatif. On retombe donc sur le même cas, avec cette 
différence que x est positif lorsque y ^i ^ et négatif 
pour y > I ; 

3®. Si a £= I , on a j" =: I quel que soit x. 

On peut donc dire, pourvu que a soit autre que Tunlté , 
quMl y a toujours une valeur pour x qui rend a* égal 
à un nombre donné quelconque y. L'usage perpétuel 
qu'on fait des belles propriétés de l'équation y = a* ^ 
exige qu'on fixe des dénominations à sts parties», ' afin 
d'éviter les circonlocutions.. On nomme x le Logarithme 
du nombre y; le nombre invariable a est fa Base, Donc 
le logarithme d'un nombre est la puissance à laquelle il 
ftmt élever la base pour produire ce nombre: 

Quant à U base a , elle est arbitraire , et lorsqu'on 
écrit X = Log. y , pour désigner que x est le logarithme 
du nombre y ou que yt^-a*^ la base a est sous^en- 
tendue, parce qu'une fois choisie, elle est supposée de- 
meurer fixe. Mais si on la change, on doit indiquer k 
notnrelle base, c. ->à-d. , de quel tystéme de loga^ 
rithmês^ M s'agit. C'est ainsi que io'=:iooo, 2^=: 3a 
indiquent que 3 est le logarithme de looo, et 5 de 3a; 
mais la ba«€ est lo dans le premier cas et a d»l>f 1« 
second. 

i5o. On tire de là plusieurs conséquences. 

i**. Dans tout système de logarithmes , celui de % tU 
zéro et celui de la base a est ub. 

A^. Si la base a est '^ i les logarithmes des nombres 
> 1 sont positifs f les autres sont négatifs. Le contraire 
a lieu n' a ^ i. 



\ 

X 
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3*. La base étant fixée , chaque nombre n'a qu'un seul 
logarithme réel ; il en a donc une infinité , puisque ce 
logarithme change avec la base. 9"* = 81, 3^=s8i,ji et 4 
sont donc les logarithmes du même nombre 81, suivant quA 
la base est 9 ou 3. 

4''> Les nombres négatifs n^ont point de logarithmes 
iréels, puisqu^en parcourant la série de toutes les valeurs 
de X depuis — oo jusqu'à -|- oo , on ne trouve pour y 
que des nombres positifs depuis o jusqu'à -f- oo . 

La composition d^une table de logarithmes conriste à 
déterminer toutes les valeurs de x qui répondent à ^ r=: i , 
df 3.... dans l'équation jr:=zà^. Si on suppose a^ = /7iy 
en faisant 

XSZZO M 2« 3« 4*^ 5««.. 
on trouve 

V y=i f^ ^* yw^ ^ w^... 

les logarithmes croissent donc en progression par difle- 
jence, tandis que les nombres croissent en progression par 
quotient ; o et i sont les deux premiers termes : les raisons 
sont les nombres arbitraires tt et m. On peut donc re-* 
^garder les systèmes de valeurs de x eX j qui satisfont à 
l'équation y ■==. a', comme classés dans ces deux pro-- 
gressions, ce qui met d'accord les deux dé&iitions que 
nous avons données des logarithmes (85 et i49)- 

i5i. Démontrons algébriquement les propriétés loga«* 
ritbmiques. * 

I*. Soient :c et x' les logarithmes des nombres^ et j^' 
ou x^=Log, y^ x' z=.Log. y : on 3L £1*=^, a" =y ; en 
multipliant et divisant ces deux équations l'une par Tautre 
«on obtient 

a^^:=yyj a^"z=z— : 
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Maïs il suit de la définition des logarithmes , que les. 
exposans x •}- a/ et x ~ x' sont les logarilhmes des 

nombres yr' et — j donc 

y 

Log.jr + Log. f— Log. (j^/) v | 

Log.y^Log.yrnLog.Ç^yy 
a*. Si on ëlcvc à la puissance m réijuatîonj^srû', et sî 

m z 

on en extrait la racine m% on ^y^zsiaT'*^ y/yz=ia"' : la . 

X '" 

définition donne mx=iL9g, (y")» — s=sLùg, \/y\ donc 

m 

^ -^<>^* y 

Log.y^z=imLog.yy Log. \/y = — ; 

ces résultats sont conformes à ce qu^on a vq (86 , 87) ; 

3^. Pour résoudre l'équation cc=a', dans laquelle 
et a sont donnés et x inconnu , on égale les logarithmes, 
des deux membres et on en tire Log, c:=s x Log. a ; une 

simple divbion donne donc x == , ■ . 

* Log. a 

On trouve le nombre n des termes d'une progression 

par quotient à Taide de cette proposition ^ car (i44) ^^ 

quation l^zaïf^^ donne — =ç"'"*, d'où 

Z^^. f— ) = («— I ) Log.q et n=i+ og. — .og.a ^ 
\ o / • Jvo^. q 

i52. 11 suit de ce qu^on vient de dire, que lorsqu'on 
aura une table do logarithmes calculée pour une base 
quelconque , il sera facile de changer de système et de 
calculer une autre table pour une nouvelle base a. En 
effet, sot X le loga>ithme cherché du nombre <:, on a 
c = a'} prenant les logarithmes dans Iç systi^me connu. ^ 
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il vient x = « V^* ■■ : on Toît qae x , ou le logaritlune 

d'un nombre c dans un système quelconque a , est le 
quotient du logarithme du même nombre dans le système 
connu y divisé par le logarithme de la nouvelle base pris 
dans ce même système. On obtiendra donc les logarithmes 
du nouveau sptéme en les multipliant par le facteur 

■■ , , qui est le même pour tous les nombres • et 

Log. a ^ ^ 

qu^on nomme le Module, 

Lorsqu'il arrivera que les motifs exposés (90) qui ont 

déterminé à préférer la base 10 , perdront de leurs avan* 

tages, tandis qu^il en résultera de plus grands à choisir 

une autre base ^ nous le feront avec d'autant plus de 

fondement qu'il est trè»*iacile de changer de systêma 

de logarithmes. 

i53. On se sert aussi des logarithmes pour abréger 
les calculs algébriques : en voici des exemples qu'il faut 
se rendre familiers. 

a*. x(^^ = ia^.JW + X^ — W — le; 
3^. L (jf^b^cP, . .) = mLa + nLb 4- pLc, . .; 
^•. lÇ — ^ ) = Ltf -f. nLx — zLr; 

" m m" 
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lo*. Pour insérer m moyens par quotient entre a et /, 
il faut faire n=im '{- :k dans les équations du n^ i44« 

et on a / = af* "*"' , d'où on tire la raison y = \/f — j 

, £/ — La _ ,. 

et La = ; . Les divers termes oy , ay*|.... ont 

/n -|- ji 

pour logarithmes Xa -f" £9 , 2hi -|- aZy ;.... ainsi pour 

insérer 1 1 moyens entre 1 et a 9 on troure ( k cause 

de Xa=:Zi=o), Zf=:-^Xa = Of oaSoSSS 9 d'où . . 

f = 1 9o5g463 9 les termes de la progression ont pour 

logarithmes 2 £y y '6Lg^,.., et on a 

Hx : i,o59463: 1,122461 : 1,189207 :,...: 1,88774 ta; 

c'est la génération harmonique de Rameau. 

II*. Pour obtenir / dans Téquation 

r^r ^N^ '+^ V Lx+Lr-L(xr^à) 

Ceci se rapporte aux annuités ainsi que la question sai« 
vante {Vof. i46). 

12*. La même équation donne 

/xr^-ax « »/.ï+''\ . • *'' — tf 



9 

X 



on 



a £Ar = Xr'^ ^£ ( 1 -)- ^) 4" ^*'''* * ^"^ connoitra donc 



le nombre fc, et par suite jc=a ■■ . > ou bien a=x 

■^ r— « 

( r-— ft) , suivant que l'inconnue sera x ou 0. 

i3*. Soit X l'inconnue de Téquation h ' = (f^^f'^^f 
on en tire T n — — jX J = 77ixXc+ (x— ;^) X/, d'où 
on conclut qu^il faut résoudre l'équation du second degré 
{^mLc + LJ)x^ — {nLb+pL/) x+aX*=o. 
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De même t^* = a^"'^', conduit à 

Xa — hh 



a::= - 



mLc — nhb 

\!^, Supposons que la population d*une province s^ac— 
croisse chaque année de -^ ; on demande combien il y 
aura d^habitans au bout d'un siècle , sachant qu^il y en 
a aujourd'hui cent mille. 

Soit 71 = IDG ooo ; au bout d^un an la population sera 
Ti-^'-^n ou 7i(i4-Ts)=fi'*='''; *" bout de Tannée 
suivante elle sera de même \\ n' ou (fi)'w ;... au bout 
de cent ans elle sera donc (g-J)"*®w ou (fi)''"x loo ooo=rx; 
ce calcul est très-simple par logarithmes. On peut géné- 
raliser ce problème : 

I X3i = 194913616a 

soient — l'accroisse- X3o = 1,47712125 

ment annuel de la po- ^^ (^) ^ 0^0 '4^044 

pulation , n le nombre ^^^ ^'"'^ ^^ ^'^S- 3 ii424o44 



d'habitans primitifs , et 



X 1 00000 =: 5,000000 



1 , 6,4^4044 

ot ce nombre après q d^où x zn 2 664874 

années ; on trouvera de 

même 0;=»^ — î — V; d'où on tire 

• Lx =. Ln -^^ qL [ — '^ — J; 

'Ln:=zLx — (]L (~^^ — )> 

Lx — Ln 

9 = 



. (^) ■' 



Lx — Ln 



= <'+T> 



9 
équations dont on fait usage suivant que l'inconnue csl 
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LIVRE TROISIEME. 



ELEMENS DE GEOMETRIE. 



La Géométrie est U science quî apprend k mesurer 
rétendue. Tout cotps a trois dimensions Longueur^ Lar* 
geur et Epaisseur ou Profondeur: les limites qui le ter- 
minent en sont la i$(U//â<:tf. Mais les surfaces d^un corps,' 
en se rencontrant a à 2, sont elles-mêmes terminées par 
des Lignes ; les limites qui bornent les lignes sont des 
Points, Ce sont ces diverses limites des corps qui nous 
servent à reconnoitre leur Figure. 

Quoiqu^il n^ ait pas de corps sans trois dimensions f 
on fait souvent abstraction de Tune d^elles ou de deux. 
C'est ainsi que lorsqu^on parle de la grandeur d'un étang 
ou de la hauteur d'un édifice , on n'a égard qu^à une 
surface et à une ligne. Afin de procéder du simple au 
composé , par une gradation qui facilite l'étude , nous 
diviserons la géométrie en trois parties :*la première trai- 
tera des Lignes f la seconde des Surfaces ^ la troisième 
des Volumes, 
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CHAPITRE PREMIER 



DES LIGNES. 



X. Mesure des Lignes et des Angles. 

Fig. I9 i54- II* £uit de la nature des lignes ^ qu^on peut les re- 
3 et 3. garder comme la trace d'un point A qui se meut vers un 
antre point jB : cette trace AB s^appelle Droite lorsqu'elle 
est le plus court xhemin At AkB; sinon la ligne est^ on 
Courbe telle que ACB XFi{[- 3.), ou formée de lignes 
droites brisées AC CD DB (Fig. 5). On en conclut que 
I. X*. La vraie mesure de la distance entre deux points 
A il Bj doit être prise sur la droite AB. 

a*. On ne peut mener qu^une seule droite d'un point 
à un autre , et toute droite AB qui a deux de ses points 
A et B communs avec une autre CC doit coïncider avec 
elle dans P étendue AB. 
I. 3*. On doit par la pensée concevoir toute droite AB 
comme prolongée de part et d'autre à Pinfini vers C et C : 
le prolongement devra être tel, que si on joint Tun de 
ses points C,k un autre C, par une droite CC ^ elle 
couvre AB, 

4^. Deux droites ne peuvent se couper qu'en un seul 
point y puisque si elles avoient deux points communs, elles 
coïncideroient. 

On dit qu'une surface est Plane , lorsqu'en joignant 
deux quelconques de ses points par une droite, elle s'y 
confond dans toute son étendue. 
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i5&. lionqù'on veut ajouter deux longueurs ÂB et BCj i. 
on porte Tune CE sur le prolongement de Fautre , et on 
dit alors que AC^rnAB-^BC, De même, pour sous- 
traire CB de AC, on trouve ABz:=AC — CB. Il sera aisé 
d'ajouter ou de soustraire un plus grand nombr'* de lignes ; 
de répéter b fois une longueur A^ ou dVn prendre U 
a^, 3^,.... partie. 

i56. Mesurer une droite, d'est chercher combien de 
fois sa longueur Aj en contient une autre B connue et 
prist pour Unité : et le nombre de fois qu'on trouve, ou 

le rapport — est la mesure cherchée. 

H arrive souvent que Tunité B n'est pas contenue ua 
nombre exact de fois dans A ; voici comment on doit s'y 

prendre alors pour évaluer le rapport -^ . On ^V/irr0 y^ 

par B^ c. «i-d. , qu'on cherchera le 'nombre de fois 
que A contient B ^ et le reste R, On divisera de m^me B 
p;ir R^ puis R par le nouveau reste ii^% etc.... ce qui re- 
vient à chercher la commune mesure m entre A et B : alors 

'^ sera égal au rapport -^ entre les nombres de fois « et ^ 
B b 

que m est contenu dans les lignes A et B. 

Mais s'il y a toujours un reste à chaque division , 

l'opération n'a plus de bornes , et le rapport — ne pou- 
vant être évalué exactement en nombres, est încommen^ 
surable. On se contente alors d'une approximation, ce 
qu'on (ait en négligeant celui des restes successif qu'on 
juge suffisamment petit. 

157. Nous savons donc évaluer une ligne égale à 

^4.JR_C — /)...., i2yi + /iiB, —, 4- 

m B 
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n ^ m étant des nombres et AB CD des lignes données» 
£n général, on peut toujours représenter des lignes par 
des nombres abstraits, en composer des formules et les 
assujétir aux règles ordinaires du calcul. Ainsi par la 
ligne j4j nous entendrons le nombre de fois a que cette 
ligne contient la longueur^ prise pour unité, ou le rapport 

-g- entre elles. Réciproquement on peut représenter les 

nombres par des lignes. 

4. 1 58. On a ÀB < AC+CB\ prenons dans le plan ABC 
un point intérieur D, et menons DB et AD prolongé 
en E\ comme AE -^ AC -{- CEy en ajoutai)t EB de 
part et d'autre, on a AE'\-EB<^AC-{-CB. Cette m^me 
proposition appliquée au point D de la figure AEB 
donne AD -j- DB ^AE-^ EB : donc à plus forte raison^ 
AD •\- DB <i AC -{- €B, 

5. iSg. On dit qu^m contour ACDB est Cojn^exe^ lorsque 
toute droite IK ne peut le couper qif en deux points / et./JT. 
De deux chemins convexes ACDB AEFGB^ qui mènent 
àt A k B ^ celui qui enveloppe Tautre est le plus long, 
ou ACDB > AEFGB. Car , en prolongeant EF , on a 
ACDB >> AIKB ; et il sera aisé de prouver de même , 
en prenant chaque partie , que AIKB > AEFGB. 

3. 160. La mc^'me chose a lieu pour des courbes convexes, 
et on a ACB < AMB : car menons une droite EF qui 
tovche ACB en un point quelconque C, on aura . . . 
EF<.EMF; ajoutant de part et d'autre AE + BF^ û vient 
AEFB < AMB. Deux autres tangentes ik Im donneront 
AiklmB ^ AEFB : et ainsi de suite. On aura par là une 
série de lignes brisées, dont la longueur diminuera à me- 
sure que leur système s'approchera de ACB et qui ser% 
^ ACB : à plus forte rabon on aura ACB ^ AMB^ 
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t6i. Bans les ëlëmens, outre la ligne droite, on con-- 6, 
sidère encore la Ligne circulaire; c^est celle dont tous 
les points ABDE sont dans un plan et à égale distance 
d^un point C iju^on nomme Centre, La surface renfermée 
dans la Circonférence ABDE se nomme Cercle ; les 
droites CAj CB;.,., qui partent du centre et vont jus- 
qu^à la courbe sont des Rayons : le Diamètre AD est une 
droite qui coupe la circonférence en passant par le centre ; 
c'est un double rayon. 

Une partie AFB de la circonférence est un Arcy la 
droite AB est la Corde gui le sous^^tend. La surface AFBC 
comprise entre deux rayons et l'arc est un Secteur : enfin 
celle qui est renfermée entre Tare AFB et sa corde AB 
est un Segment, 

i6a. De là on conclut que , 1*. un diamètre DA est g. 
la plus grande corde ; car BC -f- CA ou DA > BA, 

2*. Le diamètre coupe le cercle en deux parties égales ; 
car, en pliant la figure suivant DA les demi-cercles 
coïncident. 

3*. Deux cercles ou deux arcs de rayons égaux coïnci- 
dent en appliquant leurs centres l'un sur l'autre ; et si les 
longueurs de ces arcs sont égales, ils coïncident^ dans 
toute leur étendue. 

4*. Les arcs égaux ont donc des cordes égales. 
Soit l'arc DBF<i DBA et > DB ; on a CF <CJr+ IF, G, 
a'où CF—CI ou IB < IF; mais BD < DI + IB ou 
•^ DI -{- ^^ ' ^insi . la corde croît avec l'arc. Donc les 
cordes égales sous-tendent des arcs égaux, 

i63. Mesurer un arc AFB , c'est chercher son rapport 6. 
il un autre arc connu BD de même rayon ; si ces arcs 
ctoient Rectifiés , c.-à-d., étendus en ligne droite, on 
porteroit l'une sur l'autre comme il a été dit (i56) : mais 
la rectification n'^esl nullement nécessaire pour trouver 
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G. ce rapport. Oa prend une ouverture âe conpas égak k la 
corde £D du plus petit arc, et on la porte sur Tautrc autant 
dç fois qu^on peut , ce qui donne le nombre de fois qu« 
Tun contient Tautre. S^il y a un reste on continue conunt 
pour les lignes droites. 

Oi^ peut aisément ajouter et soustraire des arcs é% 
même rayon, trouver* leur rapport, multiplier Pur d^enx 
par un nombre donné. 

^. i64- Lorsque deux droites AC BC indéfinies se coupent 
en C la quantité dont elles sont écartées Tune de Tautrc , 
est ce qu^on appelle un Augh; C en est le Sommet. On dé* 
signe un angle par la lettre placée au sommet ; à moins 
qu'elle ne soit commune à plusieurs angles (comme fig. lo)^ 
car alors il faut énoncer les lettres des deux côtés de l'angle 
en ayant soin de mettre celle dn sommet entre les deux 

*j, autres. Uangle C se désignera donc aussi par BCA ou ACB. 
. i65. Deux angles ACB A'C^B' sont égaux quand il 
peuvent coïncider en les posant Tun sur Vautre. Ainsi i 
appliquons le côté OB', sur CB , O en C, si les angles 
O et C «ont égaux, le côté A*C' se couchera sur AC. 
Décrivons des sommets comme rentres, avec un rayon 
quelconque, les arcs AB fi'B' ^ il est clair qne ces arcs 
sont égaux ou inégaujc avec les angles. Du reste, puisque 
les côtés doivent tou)oun être regardés comme indéGni-- 
ment prolongés ^ on voit que la grandeur J^tm angle n* 
dépend pas de la langueur de ses câtis. 

g. En faisant coïncider les sommets C de deux angles et 
l*on de leurs côtés, on les ajoutera on soustraira suivant 
qne les surfaces seront ou non séparées par ce côté : ainsi ^ 
BCA=DCA-^BCD et DCA^BCA+BCDiXes arcs 
ad hd ab sont en même tems ajoutés ou retranchés. H 
est donc bien facile de faire la soustraction et Taddition 
des angles f de même pour les multiplier ou divber par 
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«tl nombre donné , il ne s'agit que de faire cette opération 
sur les arcs (i63). 

166. Pour construire un angle égal à un angle donné C^ 7. 
on tirera une ligne indéfinie C'B* ; puis d'un rayon quel- 
conque et des centres C et C, on décrira' les arcs ^S 
A*B* ; enfin portant l'ourerture de compas AB de B^ en 

A* ^ on mènera A'C, Les angles C et O seront visible- 
ment égaux , puisque les arcs AB A'B^ le seront. 

167. a et ^ étant des quantités Constantes ^ m ti fi det 
grandeurs variables qu'on est maître de rendre aussi petites 
qu'on veut; si Péquation £t-|-«s=3^-f-^a lieu quels que 
voient « et /3 , elle doit se partager en deux autres , l'une 
arr-b entre les constantes, l'autre #=/Sy entre les variables, 
et qui doit subsister pour tous leurs états de grandeur. 

En eiTetf si on suppose a=ibdt.k^ on aura 

a — bsnfi'^m=:îzkf équation absurde , puisque les 
quantités m ti fi nt seroient pat susceptibles de décroître 
indéfiniment, leur différence devant toujours être = A. 

C'est ce principe qui constitue la méthode des limites , 
dont nous ferons un fréquent usage par la suite. En gé- 
néral, on dit qu'une grandeur est LIMITE d'une autre, 
quand on peut foire approcher celle-ci de la première , 
- de manière à rendre leur différence plus petite (fue toute 
candeur donnée^ sans cependant qu* elles puissent jamais 
de^nir rigoureusement égales, 

168. Le rapport de deux angles BCA BON est le fnime g, 
tpât celui des arcs ba dn compris entre leurs côtés , et dé- 
crits de leurs sommets comme centre , mvr le même 
Toyon, 

I*. Si les arcs ba dn sont commensurables, leur com-^ 
mune mesure dx sera contenue m fois dans ba , p fois dans 

din , de sorte que -j— =: ' — • Par chaque point de division 
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8. X y.., menons des lignes Ox Oy.,, aux sommets: les angles 
proposés seront de même coupés en m et y? angles égaux 

xOd yOx.,. donc on a - -,^. vr ^= — • Ces deux relations 
-^ DON p 

donnent (*). 

BCA ba ^ 



DON dn 

2.^. Si les arcs sont incommensurables, divisons Pun 

dVux nd en un nombre quelconque p de parties égales 

dx xy,.., et portons-les sur Tautre arc ba : soit / le point 

de division le plus voisin de a ; menons CL Cela posé 

les arcs dn bi étant rommensurables. on a T-rm = —7— î 

' A OD dn 

l'angle JC5 = BCA + /Cy^ , l'arc ib z=zba + ia ; donc 
BCA ICA _ j^ ia 
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Or , /(7-/^ et ia varient avec le nombre p des divisions 
de l'arc nd et peuvent être rendus aussi petits qu'on voudra , 
tandis que les autres quantités restent les m<cmes. On a 

169. Pour trouver le rapport de deux angles, il n'est 
plus nécessaire de faire sur eux l'opération analogue à celle 
qui a été indiquée sur les lignes (i5G), et qui seroit ici 
fort embarrassante. On substitue au rapport cherché celui 
des arcs, qui est le même. Concluons de là que 1°. le 

(*) On ne doit pa« oublier que Tégalité de deux rapports constitue 
une proportion (71). £n fçéométrie Fusage a prévalu de lire ainsi 
ces sortes dVxpressions , BCA est à DON comme hsk est à dn , et 
de préférer cette locution à celle équivalente, hCA divùe pur DOIX 
est égal à ba diyist par dn. On doit en dire autant dans toute 
la géométrie élémentaire. 
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tâpport des surfaces des secteurs est le même que celui 9* 
des. arcs. 

2°. La Bîsection ^ Trisection , Multisection d^iti 

angle BCA^ c.-^à-d. , sa division éa 2, 3, plusieurs 

parties égales , est réduite à celle de Tare ba. Nous verrons 
bientôt ce qu'on sait sur cette matière (^36 à :&38 ). 

3". Si on prend pour unité d'arc nd^ celui qui est com- 84 
pris entre les côtés de Tunilé d'angle DON^ nd et Z^OjV 
étant chacun Punité de leur espèce , notre proportion {A) . 
donne ECA = ha. Ainsi tout angle a pour mesure Tare 
compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme 
centre (*). 

4^. Si du sommet C des angles DCA bCA^ où dé^ g, 

crit deux arcs abd a'b*d\ le rapport -r--^ sera == — - 

DuA ad 

a'b' 
ou = suivant qu'on prendra Tun ou l'autre de ces . 

arcs. La grandeur du rayon Cb ou Cb' est, comme* on 
voit, indifférente dans la mesure ^es angles; et comme 



(*) Ceci suppose une condition tacite, car Fangle BCA ne peut 
être égal a Tare ha \ mais dans Féquation MCA = Aa , ce i^t 
|>lus un angle et un arc qui y entrent , ce s«nt deux nombres 
abstniu qui indiquent combien de Ibis Tangle et Parc contiennent 
TuDité de leur espèce DON et dn : de sorte que BCA sz ha sigaifi* 

en eilêt la même chose que ■ '■ se --r-** C^est ce qui a é^e^ 

ment lieu dans toute formule ; les lettres qui 'j entrent ne sont que 
des nombres abstraits qui représentent les rapports des choses me* 
•urées à leur unité. 

Cest aussi improprement qu^on dit qu^un arc est la mesure d^un 
aD|;le , puisqu^on ne peut établir de rapports entre deux choses hétéro- 
gènes : on doit entendit* par là que les angles croissans dans le 
même rapport que les arcs , le nombre qui exprime la mesure d« 
Tangle , exprime aussi cdk de Tare. 

2. i3 
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S* --- -~ = ■ ■ ■ ■ • les arcs ah et a'V sont entre eux comme 
afi/ afa 

les circonférences entières. On appelle ces arcs Semblables^ 
170. Maintenant que nous savons mesurer les droites, 
les arCs , les angles , et que nous concevons nettement leur 
introduction dans les calculs, cherchons â les combiner, 
afin de voir la manière dont on les emploie \ la for- 
mation des figures, et les conditions qui les lient entre euK. 

2*. Dts Perpendiculaires et des Obliques, 

zo. 171. Si Tangue ÂCB = ACD^ BD éUnt une droite, 
en pliant la figure suivant AC^ CB se couchera sur son 
prolongement CD : on dit alors que AL est Perpendicu- 
laire sur DB^ ou que l'angle ACD est Droit. L^arc AB 
compris est le quart de la circonférence ou le Quaàrans\ 
fangle FCB < Tangle droit ACB est Aigu ; Tangle 
• rCD > ACD est Obtus. 

Les quatre angles ACB ACD LCB LCD sont donc 
égaux, et BD est ausa perpendiculaire sur AL, car ces 
lignes coupent le cercle en 4 parts égales* U est souvent 
commode de prendre Tangle droit et le quadrans pour 
uwtés d^angle et d'arc. * 

to. 172. Lorsqu'une ligne jFC tombe sur une autre BD ^ 
les angles FCB DCF'A^acens^ ont pour somme deux 
droits : la perpendiculaire ACtùt BD rend cela évident. 
Réciproquement si FC£-f-FCDc=:2 droits, en appli-« 
quaht Tun contre l'autre ces angles et faisant coïncider 
le sommet C et un côté FC, DC sera le prolongement 
de CB\ car menant AC^ perpendiculaire sur CB ^ elle 
devra Fétre aussi sur DC, On appelle SappUmens deux 
angles dont la somme vaut deux droits ; ik sont CompUmens 
lorsqu'eUe ne vaut qu'un droit. FCB a pour supplément. 
FCDj tt pour complément FCA, 



1 73. n suk d« là ^c lei angles B€F+ECF^DCE-:i et. to. 
lorsqu'ils soni formés d'an même eôtë d'ttoe ligne £D$ 

et que uni de lignes qu'on voudra K€ SC EC IC... qui 
tonccnirent en un point C^ foraient des angles dont b 
9innme est 4 droits. Ceux-là interceptent la demi-cîrcon- 
fërence , ceux-ci la circonférence entière. 

174. Lorsque deux droites DB Ah se coupent th C^ ii« 

les angles opposés au sommet sont égaux; car 

ÀCÙ+àCB=i àroits=:SCE+ACB, d'oà ACD=BCE. 

On a de métne ACB=DCE. 

175. Soit AC perpendiculaire sur DE ^ toute autre 12. 
droite AB ne peut Tétre ; car si Tangle ABC tftoit droit , 

étk preilant Cfi[ c= AC et menant BHf CBH seroit aussi 
droit, puisquVn pliatit la figure suivant /UB, H tem-> 
beroH en A^ et par conséquent CBH sur Cjff^. Donc 
^ffff seroit une ligne droite (1721) f ainsi que AH ; ee 
qui est absurde. Ainsi par vn point h on ne peut mener 
ips^une perpendieulaire à une droite : d ce point ëteîl' 
jur la droite en C la chose seroit évidente. 

X*. Puisque AH<: AB + BH ou aAB^ on s^ AC<: AB. 

af. Si CD:=sCBt en pKant la figure suivant AC^ li 
tombe en B, donc ADz=:AB. La a^iae ekèse arriva 
lorsque Tangle CAD=CAB. 

y. Si C£ > CB, ou si l'angle CAE > CABy en me^ 
nant £tf , on a AB+BH<iAE+EHiar AB et BH 
tfont des obliques égales ainsi que AE et EU. Donc 
àAB < Si AEy on AB < AE. 

176. Donc les obliques çui s'écartent le plus de laper-^ 
penâicàlaire sont les plus longues f celles qui s'en écartent 
mutant sont égales, et la perpendiculaire est plus courte 
fùe toute oblique; elle mesure la distance d'un point à una 
Cgnc. 

1 77. Réciproquement la ligne AC est perpendiculaire sur 
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t^ DE lorsqu'elle est plus courte que tau ta autre ; puisque si 
AB était perpendiculaire, il iaudroit qu'on eût AB ^ AC^ 
De même, si ABz=AD, il faut que DCsznBC^ puis- 
que sans cela AB seroit ^ ou «< AD^ suivant que BC 
seroit> ou^ DC» £nCn si AE'^ABy on verra de même 
que CE est ^ CB. 

178. Concluons de là que, i*.*on ne peut mener trois 
oblîqutes égales d^un point à une droite. 
•i3^ a?. Sî AH est perpendiculaire au milieu C de DB ^ 
chaque point Fit AH est autant éloigné de B que de jD. 

3*. Les points de la perpendiculaire AH jouissent seuls 
de cette propriété ; car prenons un point G hors de AH ^ 
il sera plus près de B que de D, parce que GB ^GF'-{^FB 
ou <:GF+ FD, ou enfin GB <:GD. 
jo et 1^^. Comme il suffit qu'une droite AH ait deux de 
•^4- ses points à égale distance de deux autres D et B, pour 
en conclure qu'elle est perpendiculaire sur DB , il est aisé 
de mener une perpendiculaire à une droite donnée DB par 
un point connu A, pris hors de la droite (Fig. iS) 
ou sur la droite, (Fig. x4)- Du centre ^, on décrira 
avec un rayon quelconque des arcs, qui couperont 
la ligne donnée en D ei B '^ puis de ces points comme 
centres et avec un rayon arbitraire, on tracera de nouveau 
deux arcs qui se couperont en H; AH sera la perpendi-> 
culaire demandée. * 

11 faut observer de prendre des rayons assez grands 
pour que les intersections dont on vient de parler aient 
lieu ( lyS et 192). 
j5. 180. On peut aussi mener une perpendiculaire >f/f , 
au milieu d'une droite donnée DB» Des centres D ei B ^ 
on décrira des arcs qui se couperont en A et en H ^ 
les rayons . étant d'ailleurs arbitraires , mais égaux pour 
diaque intersection çt d'une longueur convenable (19a) i 
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'dfH sera la ligne demandée. Cette censtniction donne i5^ 
en outre le milieu C delà droite DB. 

V 

3*. Des Parallèles. 

181. On nomme Parallèles deux droites situées sur un 
même plan, et qui, dans leur cours indéfini, ne se ren^ 
contrent ni d^nn cdté , ni de'Fautre. 

1*. Deux droites AC BD perpendiatlaires à une même i^^ 
tigne KL sont parallèles, puisque si elles se rencon-. 
troient , on auroit d^un point deux perpendiculaires abais- 
sées sur la ligne KL, (lyS). 

• 2*. Deux ligne» CA DB coupées par une Sécante HG ij^ 
sont parallèles , lorsque les angW AEF EFD sont égaux ; 
car du milieu / de EF abaissons KL perpendiculaire sur 
BD^ et RlBf sur KL\ puis prenons IjS = FL, et 
menons IS. On a (178, a^.), IS =z JF = JE , et l'angle 
LIS = FIL = KIE opposé au sommet. Plions mainte- 
nant la figure suivant RR\ les lignes IL IS se couche^ 
ront sur IK et lE ; de plus 'S tombera en E \ mais , 
par supposition , l'angle £ = JP = «S ; ainsi SL se cou- 
chera sur EK 9 et par conséquent L tombera en K , dono 
les angles L et K sont droits ; et les lignes CA DB 
sont parallèles (I^). 

. Les lignes CA DB sont encore parallèles ; 3^. lorsque 
les angles GEC et BFff sont égaux ; 4^. lorsque l'angle 
HFB = FEA ; 5*. quand les angles EFB FEA sont 
suppléméns-; 6**. quand les angles GEA HFB sont sup- 
plémens. Ces propositions se démontrent en prouvant 
qu'il résulte des hypothèses que les angles AEF EFD 
sont égaux (2^.). 

On a nomm^ Alternes deux angles situés de part 
et d'autre de la sécante , Internes ou Externes ceux qui 
sont au-dedans ^ ou en dehors. Ainsi > les angles AE^ 



17. EFB sont afticacs miernes ; GEC BJTfff adtem^ «K- 
ternes ; on nomme tncore le« ingles HFB FEA Carr- 
respandans. Nous dirons donc que deux droius sont parai- 
lèlts , longue , coupées par une sécante , elles forment les 
mngies çliemes internes , on ahêmes externes ^ mu certes- 
fondons, égmx; w fuand hs ^nghs internes m eaptemi^ 
d'un même c6té yalent ensemhk deux drait^. 

i8a. Les léciproques de c^ projposiiions soql yraies: 

x6. I*. Lorstpiê deux droites CA DB sont paralUUs , 
toute pewpendÙMlmre %h sur Vume , Vest aussi sur foutra. 
Il n'est guère d'efforts qne les géomètres niaient teniez 
pour .parvenir à défnontrer ce principe ; mais aucun n^a 
été heureux : ils ont seulement dissimulé la diflîcalté ^ 
sans la lever (^). On conçoit kien que si la dK>iie Kl 
«oume autour de J^ , le point £ dUntersection avec BP 



i*) (( f f défifODtiiratîon de ceUf pi^ipoùtion iprt simple laiaK peot^ 
<( éuv qud^pie dioae à désirer du cAié de la ri^;ueur ; mais le seai énonoé 
(c produit la conTÎciion la plus entière^ il iiè fitut donc pu, daaa 
(1 renseigDCrticiit; , insister sdr oe qui peut lÉanquer à la i^oeiir des 
«< preuves que f on en doim« , et Fo» doit «|pa»dQ|i9er ottfes 4 i > cn»r 
u esta aux wéui^jsipe^ grâ^Hf^Y 4i> mpins ju8^''4 ce «pt^cUf 

* « ait été su£Gsamment éclaircie , pour ne l^inne» anciu^ nua^ dana 
[( !Ce|priit dfls oomncoçuis.» (î aplaoe , Éco^^ no^fm^lcs , t. FV, p. 43)- 

ig. Au reste voici ce qu^on a donné de plus lumineux iur cette ma- 
âèie. Un angle ^odoonquc BCA est contenu dans Véâ^i^ dfoil 
jHOi'^uiant de ibis que IWc ha Test daps MvEcbd^ Mit n ce itppçut 

-&f MCDi 

^^^ as n = - ■' Soient prises n parties %aleB EC £Û..^ 

ma BQA 

^ 9Mpé«| m perpen^icylfû^ ^F^ GJB„ . sur ÇD^ on Ibonera 
ainsi n bandes BCEF FEGH»».» ( on aura' sctp d^en Ibnasr plus 
4e J| , si 11 n'fM pa4 on nombre entier) j or ^ en pliant h fi|ui« 
KÛvànt EF CH, •. on voit aisément' que ces bandes sont égales ^ et 
eoÉune ^k sbrflioe JBCMB/ de leur somme est moindre que Tanglè 
droit BCD sji X B€A\ BCA scim plus gi^d que b «a. |«rtift 
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s^élolgnera en F, D... , mais on n'en reste pas moins 16. 
dans le doute de savoir s'il n'arrivera pas une position 
où KH cessera de rencontrer BD^ avant d'atteindre la 
situation de AC perpendiculaire sur KL. 

Nous regarderons donc comme évident que toute droite 
autre que KC^ rencontre BD k droite ou à gauche 
de KL^ suivant qu'elle est située en KH au-dessus, ou 
en KH' au-dessous de AC ; et cela quelque petit que 
soit l'angle HKC ou H'KC; ce qui revient à dire que 
par un point IL ^ on ne peut mener qu'une seule parallèle 
à une droite BD. 

a*. Soient les parallèles CA DB et la sécante quel- 17. 
conque HG : du milieu / de EF^ abaissons LK perpen^^ 
dlcifiaire sur BD; (elle le sera aussi sur AC^ 1*. ).: pub 
jR/jR' sur KL : prenons LS=LFj et menons IS, En 
pliant la figure suivant RR' ^ on verra, comme ci-de- 
vant, que S tombe sur £; et comme du point £, on 
ne peut abaisser qu'une perpendiculaire sur KL (175)^ 
SL se couchera sur EK ; donc l'angle 5 ou F est égal 
à KEIf et la sécante forme avec les parallèles des angles 
alternes internes égaux. 

^%'^. Les angles alternes externes GEC BFH sont aussi 
égaiA comme opposés aux précédens \ 4**- ^^ angles cor- 

respondans BFH AEF sont égaux, puisque 

BFH=EFD=^AEFi 5'. les angles FEA EFB internes 
d'un même côté sont supplémens l'un de l'autre , ainsi que 
les angles GEA HFB externes d'un même côté. Cela se 
voit abément. Donc 



de BCMN ^ d'oii BCA^BCEF^ oe qui ne paît anÎTer qu'aai 
tant que CA reiicootre EF» On doit entendre doot ceci pat le 
mot an^ i^'espace iodéfini compris entre les côtés. 
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ly. Lorsque deux parallèles sont coupées par une sécante^ 
les angles sont égaux j lorsqu'ils sont de même nature ; et 
supplémens , lorsqu'ils sont de nature différente , ( Tun 
aigu , Pautre obtus ). 

ai, i83. 11 sait de là que x"". pour mener par un point 
danné C une parallèle CD à une droite AB/ on pourra 
employer Tune quelconque des six propriétés qui carac-« 
térisent ces lignes. Par exemple , d^un rayon quelconque 
CB et du centre C , on décrira un arc Bl ; puis du 
centre B Tare CK : enfin , on prendra l'arc BI = CK,^ 
et CI sera parallèle à AB. Car , menant la sécante BC , les 
angles ABC BCI seront égaux (i66). 

lu. a*^. Deux droites, AC BD paralélles à une troisième £F 
sont parallèles entre elles; car la perpendiculaire Kl k 
EF Test aussi à AC et BD \ celles-ci ne se rencontrent 
donc pas. 

20. 3^ Deux angles CAB DEF dont les côtés sont parai-- 
liles^ et Poui'erture tournée du même côté, sont égaux : 
car prolongeant EF en 6, les parallèles AC ED donnent 
l'angle DEF=z CGFi k cause des parallèles AB GF, on a 
l'angle CGF==C/^JÎ; donc CAB = DEF. 

jii, 4*- Deux parallèles KB ilD sont partout équidistanWt ; 
car de deux points quelconques ^ et l?, et du Milieu 
E de ABj menons les perpendiculaires AC BD EF sur 
AB ^ elles le seront aussi sur CD\ or, pliant la figure 
suivant EF^ AttC tomberont en £ et D ; d'où AC=BD, 
( Voy, aoo). 

4* Des Perpendiculaires et Parallèles considérées dans le 

cercle y et des Tangentes. 

jin, i84- Soit le rayon C/) perpendiculaire à la corde AB^ 
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en pliant la figure suivant CD , le point A tombera en 
B y puisque les obliques CA CB sont égales ( 1 77 ) ; 
ainsi E est le milieu de AB> De même AD se couche 
sur DB , et D est le milieu de Tare ADB : ainsi imit 
rayon perpendiculaire à Mme corde la coupe en deux par^ 
fies égales, ainsi que Varc sous-tendUé 

i85. Le centre C, le milieu E de la corde et celui 
D de Tare , étant en ligne droite, il s'ensuit que toute 
ligne CD qui passe par deux de ces points, passe aussi 
par te troisième, et est perpendiculaire à la corde AB, 
De plus, puisque par un point C, £ ou D, on ne 
peut mener qu'une seule perpendiculaire k AS ^ dès 
qu'une droite , passant par l'un de ces points, sera per- 
pendiculaire à AB , on en concluera qu'elle passe par les 
deux autres. Donc , de ces quatre conditions , étre^ per- 
pendiculaire à une corde j passer par son milieu, par le 
milieu de Varc et par le centre , deux étant posées y les 
deux autres suivent nécessairement. 

On peut , au reste , démontrer directement chacun 
des six cas compris dans ce théorème , en le traitant 
comme celui qui nous a servi de base. 

186. Pour diviser un arc ADB , ou un angle ACB en 
deux parties égales, il sufSt d'abaisser la perpendiculaire 
CD sur la corde AB , ( 179 )• Comme par le même moyen 
on peu^ de nouveau partager chaque moitié , etc. ; on 
sait diviser un arc ou un angle en a , 4 9 S— ^" P^''* 
lies égales. {Voy. n*. 201,4^.). 

187. 11 est facile de faire passer une circonférence de ^^ 
cercle par trois points donnés A, B et D ; car menons 
AB et BD , pub l«s perpendiculaires HE FI sur leurs 
milieux E et F. Chacun des points de HE est auUnt 
éloigné de ^ que de jB ; ces points jouissent seuls de cette 
propriété \ de même pour FI relativement k B tl D^ 
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33. Donc le point C oh se coupent HE et 1"/, est à I» 
même distance de A^B et 1) , et remplit seul cette con~ 
cKtion : ainsi C est le centre du cerr/e unique qui passe 
par les trois points. 

Les perpendiculaires FI et HE ne se rencontreroient 
pas si les trois points AyB elD ^toient en ligne droite ; 
(i8i,i^), et le problème scroit impossible. Hais dans 
tout autre cas FI coupefa HE , puisque sans cela y jiB- 
perpendiculaire à HE le seroit aussi sur FK parallèle k HE^ 
Tangle jK serait drok, ainsi que J? , ce qui est absurde 

C.75). 

Donc r*. Deux cercles i^e peuvent avoir trais pointir 
communs sans se confondre. 

a,\ Il est Sicile de trouver le centre d'un cercle ^ 
d*nn arc donne : il suffit &j marquer trois points Ay R 
t\ D y et de faire la conslructiou qu*on vient d^indiquer. 

i88. Une droite ne peut couper un cercle en phia 
de deux points, puisque s^ils avoîent trois points com~ 
mvns , en y menant des rayons , on auroit trois obliques 
égales (178). 

24. Une ligne TG qui ne rencontre le cercle ^'en un 
point F s^appelle Tangente : alors tout autre point G 
de cette ligne étant hors du cercle , CG est^ CF ;. 
donc ' CF est la plus courte distance de C à TG , c^est- 
ii-dire que le rayon CF est perpendkukùre sur la ian^ 
gent€ TG. 

Réciproquement j si CF est perpendiculaire sur TG 
comme toute oblique CG est^ CF ^ tout autre point 
G de TG est hors du cercle et TG est tangente. 

Ainsi, pour nifener un# tangente en F an cerclé 
CA y H faut mener le rayon CF et sa perpendiculaire 

'^^ ('79 ^* ao8, 1). 

25. xSs* Etant donnés deux points 9 Fun en yf sur la droite. 
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AlP , raotrc m X , . dierdKMis le cet c1« . qui passe en s5« 
A et B f et oui touche la droite AT. Alors Af sera 
une corde ; EF perpendiculaire sur le mifitu de AB con- ' 
tiendra le centre ; il sera aussi stir AG perpendiculaire à 
AT; donc fl sera if PidtersenMi C Le rayon scfa AC, 

igo. Soient deux cordes parallèles AB DE^ et le rayon ^4. 
CF perpendiculaire à Fune et à' Tautre ; on a ( 184) 
rare AF = BF et DF = /!!?; en soustrayant, il vient 
AD r=: EB, Les deux cordes peuTcnt encore com- 
prendre entre elles le centre C ; telles sont AB et D^E^ ; 
on a ^\onAFz=zFBf lyPs^PE' % en soustrayant ces 
deux équations de b demi-circonférence FAF' = FBf* , 
il vient Aiy = BE'. Ainsi , &/ on» compris entre deux 
cordes parçllèles s^t égaux. . 

La même chose a encore lieu pour une corde AB et 
la tangente TG qui lui est parallèle; car le rayon FC 
mené au point de contact #*, étant perpendiculaire k 
la tangeqte , Test aussi à AB ; donc AF sss FB» 

5*. Des bstersedkms dit Cflrv/fs* 

zgi. Soient deux cercles C tX C qui ont un point 06. 
commun Jlf, hors de la ligne CO qui joint leurs centres ; 
incnonsJIf/V perpendiculaire sur CC'^ et prenons Mi:s=:IN, 
Les obliques égales CM et C2V prouvent qne N est 
uo point de la drconférence C; i^ est aussi sur la 
circonférence C ; car OM = C'N. Donc , ces cir- 
conférences ont im second point commun en if. Par 
conséquent : 

1*. Lorsça^ deux circanflrenees se coupeni ^ ia Bgne 

i/m joint Ifurs centres est perpendicuiaire au milieu de 

la corde commune ; de plus^ ta distancé des centres est 

plus petite que la somme des rayons 9 et plus grande 

^fue leur ^fférçnee; en effet, on a viuhlemeal. • • « . 
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a6. CO <CM + CM et CQ + C'Jlf > CM oti. . . i 
C{:'> Ci»f — C'A/; 

^7. 2°. Si les circonférences n*ant çu'un seul point commun ^ 

il est situé sur la ligne fii joint les centres , et récipro^ 

tfuement : en outre ^ la mstance des centres est égale à 

la somme ou à la différence des rayons ; car on a. . , • 

ce = CA+ C'A , ou CQ' z=:CA— C'A suivant que 

For des cercle est extërienr ou intérieur à Tautre. 

a8. 3*. £nfin , 51 les- cercles n'ont aucun point commun , îa 

distance des centres est plus petite ^ue la différence des 

rayons ou plus grande que leur somme , suivant que les 

cercles sont ou ne sont pas compris Tun dans Tautre \ 

csLT on A CD =: DO — CA ^ AO , et 

ce =CA+ OB + AB, 

On conclut de là que D étant la distance des centres 9 

i{ et r les rayons , 0/1 a , lorsque les circonférences 

se coupent . • . . D<-R-f-r et D^R-^r 

t, ^ i extérieurement D:=iR + r 

se touchent < rx n 

i intérieurement D-=:R-^r 

n'ont auctm point commun i extérieurs D'^R'{-r 

et sont l'un à Vautre \^ intérieurs D^R'^r 

192. La réciproque de chacune de ces propositions 
est également vraie. 

En effet , si par exemple onaDî=jR-|-r, et si 
on suppose que les cercles ne se touchent pas exté- 
rieurement , il faut admettre l'une des quatre autres 
dispositions. Or , x*. s'ils se coupent ,onaI}^A4~^y 
ce qui est contraire à la supposition ) 2*. s'ils se toucheol 
intérieurement,, on a D =jR»-r, ce qui ne peut 
être j puisque D z=: R -}- r ^ etc. On vérifiera de même 
les autres réciproques (*). 

(*) £d généiâl, lonqu^oi) a préya tous le» ctt possibles d*B^ 
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X93. Il est donc inutile de tracer des cercles dont 
onk connoit les centres et les rayons , pour savoir s'ils 
se coupent ou\ se touchent. 

La tangente AT menée ii nn cercle en son point 27. 
de conts^ct A avec un autre , est aussi tangente à ce . 
dernier. 

Etant donnés deux points l'un en J? , Pautre en A QJSm 
sur un cercle O , pour décrire une circonférence (|ui 
passe par ces points et touche ce cercle C'^ on mènera 
la tangente ATj et le problème sera ramené à celui da 
n*. 189. 

6". Des Triangles, 

194- Un Triangle est nn espace ABC renfermé par3o,3i^ 
trois droites AB BC et AC qu^on nomme ses Côtés : il 3a.33« 
est Scalène , si &ts côtés sont inégaux , fig. 39 ; É^uila^ 
téral s*ils sont égaux, fig. 3o, Isoscèle lorsqu'il a seu- 3t. 
lement deux côtés égaux , fig. 3i ; quand il a un angle 
dbroit , le triangle est Rectangle ^ fig. 3^ ; Le côté BC 
opposé à l'angle droit A est nommé Hypothénuse, 

Le Sommet d'un triangle est l'un quelconque de S9s 3i^ 
angles , tel que C ; la Base est le côté AB opposé ; la 
Hauteur est la perpendiculaire CD menée du sommet sur 
la base. 

195. Prolongeons l'un des côtés AC da triangle ABC ^ 3>^ 
et menons CD parallèle à AB : l'angle DCK sera égal 
à son correspondant A y et l'angle BCD à son alterne 
ioternp B, Donc ,1*. l'angle extérieur BCK vaut la somme 
des deux intérieurs opposé^ A et B. 

— 1 I ■ ■ ^■^■■■■ I I— — — — ll^ii^— 

•ysiêiiie , et que diMim comporte det oonditioBt qui né peuTent 
coexister avec celles que doonent Jet autres eu , let réciproquei ont 
Keu et M démontrent comme on Tient de le Toir; cW ce qu^oa 

i^ffiiMP^yicdani k liiéonc d«i oUiquo , a** J77 1 «imi qw »«. i$)9, ei^ 
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33. A^. Lis trois angles de tout triangle^ réunis i 'paient 
deuœ droits. Nous représenterons dorénavant par D Tangle 
droit , de sorte que nous écrirons A -^ B ^- C = 2D. 
33 et Si donc on fait l'angle KOL = C, LOM= B^ MON = A 
34* )a ligne ON aéra le prolongement 4e OK. Deux aqgles 
d'un triangle étant donnés , il sera facile de trouver le 
troisième par cette consttfaction. 

3**. Dent triangles, qui oat deox angles égaux sont 
équiangles. 

4*. Un triangle peut avoit tous ^es angles aigus, mais 
il ne peut en avoir qu'un seul droit ou obtus. 

3a. 5^. Les deux angles C et B aigus d'un triangle rectangle 
ABC sont complément l'un de l'autre. 

^' 6*. Lorsque les angles A éi C à la base sont aigus ^ 
la perpendiculaire BD abaissée du sommet tombe dana 
l'intérieur du triangle ; elle tombe en dehors pour te 
triangle ABC qui a un angle obtus en 0\ On con- 
çoit en effet que sans cela le triangle BDO anroit un 
angle droit et mi angle obtus. 

36. y*. Les angles dont les cttis sont teSpectivefnint per^ 
pendiculaires , sont égaux ou supplémens^ suipont qu'ils sont 
tous deux de même nature^ comme SAC fi È'A'C^ ou que 
l'un est aigu et l'autre obtus y tels que BAC et CAD; car 
en prolongeant A'B' et A'C* jusqu'il leur rencontre aVec 
les côtés AB AC qui leur sont petpendiculaires, les triangle^ 
rectangles ADF A'D'F ont les angles A et A' égadx. 

i'^» 196. Deux triangles ABC A'h'C sont égaux lorsqu'ils 
ont respectivement f ou z*. deux cétés égaux comprenant un 

angle égal ^ AB=A'B', AC= A'O, A=A'. En effet, 
appliquons y/' £'C' sur ABC j de manière qatA'B'' couvre 
son égal AB, le côté A'C tombera sur AC , à cause 
de ^ se ;^' ; dt plus O tombent visiblement en C. 
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Ou a*. 101 câté égal Ah ^=A'B', ainsi que Jeux angles Sy. 
égaux placés de la même manière , teb que Az=zA' 
et Bt3SiB'\ on Az=z,A' et C= C\ (les trois angles 
sont alors égaux chacun à chacun , igS.S^. ). En plaçant 
«ncore A'B' mtAB , les côtés A' C' et B^ C devront prendre 
les directions AC et BC, 

197. Un triangle est donc déterminé lorsqu'on en con«> 29 et 
noit deux côtés m e^ll, et Tangle h quUls forment (Fig. ^9)9 33. 
ou im côté n et deux angles A et /, (Fig. 3^). Dans 

le premier cas , on fera un angle A tsik tx sur hes côtés ^9* 
indéfinis AG et ,AH j on prendra AB = m et ACss n ; 
enfin on mènera BC, Dans le second cas, si les angles don- 35. 
nés ne sont pas adjacens au côté m , on cherchera d'abord 
le troisième angle (195,^*.), de sorte que les angles connus 
iir et / puissent être regardés comme adjacens au côté donné 
A. Sur l'un des côtés indéfinis de l'angle A sz k^ on 
prendra ACs=h ; on mènera BC qui fasse l'angle C=L 
ABC sera le triangle demandé. 

Donc , deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont, 
outre les hypothénuses égales^ un angle aigu égal, 

198. Voyons maintenant ce qui arrive lorsque deux 
triangles ont deux côtés respectivement égaux, mais un 31, 89 
angle compris inégal. Appliquons l'un de ces triangles et ^, J 
sur l'autre, de manière à faire coïncider l'un des côtés 
égaux AB; les triangles seront disposés comme ABC elABC'j 

et on aura BC ssBC. Cela posé , il se présente trois cas. 

1*. Si C' tombe sur AC^ il est visible que AC' << AC. 38. 

a*. Si C tombe hors de ABC , les triangles BIC AIC 3^. 
donnent BCkBI-^ IC^ AC <CI + AI; ajoutant 
ces inégalités , on a 5(1 + AC < BC + AC , ou. . . 
AC <^ACy ^ cause de jBC== BC. 

3*. Enfin , si C tombe au-^ledans de AÈC , on a (i58) ^q, 
AC + CB <AC+ CB\ d'où AC < AC. 
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Donc en général , lorsque deux triangles ont Jeux cafés 
respectivement égaux , Vangle compris et le troisième càiè 
sont ensemble plus grands ou plus petits dans Vun que 
dans Vautre, La réciproque est également vraie , puisque 
Sg. si CB = OB et AO ^AC^ on ne peut supposer l'angle 
ABO ^zzABC; car les triangles ABC ABO seroienr alors 
égaux (19G) : de même Pangle OBA ne peut être >> CBA^ 
puisqu^il s'ensuxvroit AC'^ AC, (^Voy, note , n^ 192). 

Quoique notre démonstration nVxige pas qu^on soit 
assuré de la possibilité des trois cas que nous avons suc- 
cessivement examinés , on peut cependant la reconnoitre ; 
car les trois angles de tout triangle valant deux droits, 
en désignant par ABC, A' B'C* \ts angles des triangles 
ABC ABC , on a A + B ^ C = A' + B' -^^ O ilz 
condition que Tangle -OBA soit ^ CBA , ou B^ ^B 
donne A ^^^ C ^ A' •\- C y ce qui n^établit rien sur la 
grandeur relative des angles y^ et y^' , ou C et C Si donc 
yf = A' y le premier cas aura lieu ( fîg. 38 ) , et de 
plus C sera < C. Si A^ A' , on sera dans le troi- 
sième cas ( fig. 4o ) 9 C sera encore ^ O : enfin , dans le 
deuxième cas (fig. ^) où A^^A'y C peut étre=r>> 
et<C'., 

Sy. 19g. Il suit de Ih que, i**. Deux triangles qui ont les 
trois côtés respeeti^ment égaux , sont égaux ; car , si 
AB = A'B'j AC = A'C% BC = B'C et qu'on supposât 
A> on <iA% il en résulteroit BC > ou < B'O. 

a6. a*. Pour construire un triangle dont on connoît les 
trois côtés m, n et /», on prendra CC =171, puis des 
centres C et O, on décrira des cercles avec les rayons 
CM =rft , OM = ;?; les intersections 3/ et N donnent 
les triangles égaux CMO CNO qui résolvent la ques- 
tion. Les deux cercles ne se coupent qu'autant que Tua 
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tpirictmqut des cètig m est>#i— i;iet<Jn4u^. Sbû§ Sg. 
cette double condition, le probllme est iinpo5sIJ)le (ig2)( 

- :^o. Si JB iest parallèle i CD^ et AC k BD , tn 4i. 
menant AD y &q k deux triangles égaux ABD ACD ^ 
parce quWtte*. Ife ,côtë AD commnnf ib ont Tangl^ 
BAD = ADCy et Tangle BDA^DAC\ àonc AB x= CD^ 
les pariies^âê denàc droites paraîlèUs interceptées entre dettsf 
êkxHtes paralUhs sont donc égaies. Le théorème , n*.^ 18394*» 
fi^est qu'on . cas particolier de celni*^i«' 

Réciproquement, si AB-ss CD et si AC £= BD, les 
trianglcii ont Ifs trois côté» respectivement égaux, «Toù , 
on tirp Tanglc DAB = ABÇ^ei Tangle ADB =3 DAC \ 
ijx>nc AB m paraUèle k CD , tl AC Test à BD, 
., Enfin , si.^n suppose AB igal et parallèle k-CD , yon 
<n conclut que AC est égal et parallèle à BD^ parce qu'on 
prouve encore que les triangles sont égaux. 

20 1 . 6àk un tnangte iioscèle ABCàànt lequel CBt^ CA^ 3 1 ^ 
menons CD an milieu de AB\ les deux triangles BDC DCA 
&on\ égaux , ppii^que lei^J^s t:ôtés sont respecti^ment égaux ; 
donc A s=: B. Réciproquement-) si v^ =c B^ on doit 
avoir ACss BC 'y car.supppsaçt A^:=: BCj il faudroit 
quelles triar^ks ABfi ABC fassent égaux (196) , comme 
ayant A s^ ABCj AE $= BO et AU commun. Ainsi , 
dan^ tout tiiangle « les c^iés égaux sont, imposés aux angles 
égaux j et réciproquement^ • . \: , 

. 1^ Tout triangle éqfiilatéral > -ses . trois angles égaufc ; ^ 
cha^n V3ut | D, Les «angles, du. triangle scalène sont 
inégaux. . * _ 

2^» Dans le triangle isoscèle ABCj on a . . , • • • . o 
C-ha^ = aD ; desoruquei C^ACDz^D — Aei 

A = D-iC. % . 

3°. La ligne CD menëe du sommet d'un triangle uo>cel» 
1. U 
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aa. AÎUca de h h^st est perpendiculaire k cette base , d 
divise Tangle du sommet dn deux partie. égales. 

i6. . 4^ Sur le tMiKI^ d'un ahgle dom» JKC soit pria 
utf pbint^^uelceiupie £ ei JÉLené-EB parallMè à^ KC } 
enfin ,i sait pris KE =c EF et tiré £F, ië triangle isosêète 
K£F-iàïM£ ratigk EKFx F ; mais F e jPitC qui esl 
alterne interne ; donc KF ctivise Toh^le IKG en dens 
parties égales.: De. nkéme KFssaFD donne VMkfj^ DKiS 
= ^ IKC j etc. On peut dotic diviser ainsi Pangle IKC 
en- a fi 4 9 8-' ^^ parties égales. ' >' 

43. ixïa* Soit un triangle SAC^ qbi ait Tanglc' A^Ci 
dans Tangle ^, fottootis DAC±= C\ h triangle isostèle 
DAC aura DA = DÛ j d'où BA <^BD + D^, on 
<B6\ Rëcî|)ifoquemeftt, si B/< <JBC,'ôn doit avoir 
Tangle C < ÈAC\ car s'il ti^en étôit pas ainsi, bn anroit 
BAC = ou < (> > ce qui entraînéroît BC :^ ou < BA^ 
\inârdkJtuj:vât}isd*bn\Mani^ cêial-^à'esttiiB phki grmnd 
ijM est opposite un sangla plui graikdj et rimpto^uement^ 

88. ibS.' "eoMtrtdH uH triàftgfé dorit un èàhiîûU deux cBtif 
a ètc j^et rtmgIëlLt>pp6sé'êaÉ premier* Oii prendra AB\=ic 
sur l'un des ^ôtés indëfims de Tangle A t^ K\ t)uis* du 
ceii^fe fi et d'titt rayon Bt) è:±: a , on déenta un cercle ;r 
les )[>omW d'înteifecctiort & ^i V avecUligne-yfCVdé^ 
termîneroht les irtangtes^^fSC ><fiC^ qdii iW et rafatrr 
satisfont ii la question. 11 se pr&ehte \t\ pTusie'drs'cali. .' 

28. ' !*• Si fe Myoft du cerelé èstphis'^p^t' que h perpen<« 
dtcnhirè' BJ}^ ce teh:lé 'ne -coupera pai'v^C?,"^ le yfm^ 
blême sera impossible : alors a < BU. \ 

Â*r Si le rayon est égal à la perpendiculaire, ou 0^= Bt} , 
Te triangle ABB rectangle satisfaik'seul à la question. 

Donc, dlrtifr triansles rectangles sont égaux ^ quand 
Us onïTfypoïh^usê et un cà'ti respectwement égaux. 
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3^. Si le rayon est plus grand que BD 9 mais moindre 
que AB^ les obliques BCi=zB€' sont •< AB (et par con- 
séquent situées d'un m^me côté de AB^ ^7*7) 9 dopnent 
les triangles ABC ABC il y "a* donc deux solutions lorsque 
0^ BD et ^r. Remarquons que l'angle C est supplé- 
ment de AOB^ à cause des angles égaux du triangle 
isoscèle BCO : ainsi, Pun de nos deux triangles est AcU" 
tangle , et l'autre Obtusangle. Si la nature du trianglte 
cherché éloit connue d'avance -, Tune des solutions seroit 
alors exclue. 

C Enfin, si 0>i:, ^C et BO tombent des deux 44« 
côtés de AB , et la question n'a qu'une solution r c'est ce 
qui arrive toutes les fois que l'angle donné KzszA est droit 
ou obtus, caraion a doit être >>r. Ce ras pourroit aussi 
se rencontrer lonque K est aigu ; alors l'angle BCA' seroit 
^ BAC^ et c'est pour cela qu'il n^y a qu'une solution 
puisque l'angle BCA ne pent être obtus. 

Deux triangles qui ont dewt câiis et un éngh opposé 
Ytspectwement égavUx , sont donc égaux , quand ils sont 
de même nature , ( obtusangles , acutangles ou rectangles 
l'an et l'autre ) (*). 

204. Sojent deux cordes égales CD AB; menoiis les 45^ 
perpendiculaires 01 OK ; les triangles rectangles OCl • 
OAK sont égaux , à cause de Cl et AK qui sont moitiés 
4es cordes I dont OIz^OJC. Réciptoquement si OI=iOK 



(*) En récapitulant toui l<t cas d'égalité de deux triaogli», oa 
peut dire que tkux triangles sont égaux lorsqu'ils ont trois </c# 
parties qui les composent égales respectivement; niaii il finit 
1^. exduM le cas de trois aoglet égaux \ a®, exiger ^ue quand il y 
S deux angles ^nx , ib Bolcot plaoéa de nfmtf ; 3«i enfin , sotn» 
entendre que dani le cm oîi on à deuil côtés dgAta et un «aglS 
opposé égal , les triangles eoicot de aAtae iMtBR. . 
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les triangles sont encore égaux, d^où CD:=:=iAB, Donc 
les cordes égaies sont à la même distance du centre j et 
réciproquement. 

Si 9 par f un point donné M ( întérif ur ou extérieur 
au cercle ) « on veut mener une corde CD d^uni*. longueur 
donnée , on portera cette longueur en AB arbitrairement 
sur la circonférence, puis menant la perpendiculaire OK 
et traçant le cercle AV, la corde cherchée sera tangente 
à cette courbe, il ne s^agira donc plus que de mener cette 
tangente (ao8, H.)) ^^ ^^ ^^^^ ^^ àeux solutions du 
problème. » 

4^* 2o5. Si i au contraire la corde AB est >> CD , sur l'arc 
AEB> CFD (i6a,4'.) , prenons Tare AE = CD; la 
corde AE sera = CD et à la même distance dn centre , 
d'où OL=zOL Cela posé, comme AE tombe en dehon 
de AB^ on a 0/ > OG et par conséquent > OK. Ré- 
ciproquement si'OL est >> OA*, la corde CD est ^ AB^ 
ce qui est aisé à voir ( note 19a). Donc de deux cardes 
inégales la plus grande est la plus ihHsine du centre ^ et 
réciproquement. 

ao6. Voici plusieurs problèmes dont la solution dépend 
des principes précèdent. 

46. I* Inscrii^ons un cercle dans un triangle ABC, c'est-^ 
dire, traçons une circonférence tangente aux trois côtés. 
Si le point O est à distances ^égales OF OE des côtés 
AB BC , les triangles AEO OAF sont égaux : ainsi les 
pointe également éloignés de AB et BC sont tous situés 
sur la ligne AO qui coupe Tangle A en deux f^tftîes 
égales: chacun de ses points O jouit d'ailleurs de cette 
propriété, puisque si Tangle OAFz=: OAE^ les triangles 
AEO AFO sont égaux. Ainsi tout cercle décrit d'un 
point quelconque O pris sur AO , avec le rayon OF est 
•cul tangent à AB «t AC, 
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On en dira autant de la droite CO qui coupe Tangle C 
en deux parties égale:» ; de sorte que le point 0, où se 
coupent AO et CO , est à la même distance de AB AC 
et BC^ et jouit seul de cette propriété. est dpnt le 
centre, et OF le rayon du cercle inscrit. 

On ne peut inscrire çu*un seul cercle. Menant OB, 
Tégalité des triangles égaux OBF OBD , prouve que OB 
divise l'angle B en parties égales. 

Soit p le contour ou Périmètre du triangle ; comme on 
a AF=AE, BF=:BD, CE=CD, on en tire .... 
p = 2AF^aLBD + :iCD , ou p=:iAF+2BC, d'on 
AF=i{p''^BC:=iAE. U est donc aisé de trouver les 
points Ff E et par suite Z), puisque CEssCD : on pourra 
donc encore résoudre le problème en faisant passer une 
circonférence par les trois points D E F. 

II. Décrire un cercle dans lequel deux droites données ^a. 
ABs=an , ADrsm ^ so|p-tendent des arcs doubles l'un de 
l'autre. G>mme le^ triangle ADB doit être boscèle , après 
avoir tiré AB:=im^ on décrira des centres A et B avec le 
rayon n, des arcs qui détermineront > le triangle ABD^ 
auquel il ne s'agira plus que de circonscrire un cercle. 

III. G>nstniire le trijngle rectangle BAC dont un côté /^ 
AB de l'angle droit , et le périmètre BE sont donnés. 
Puisque BC -^^ CA=AE, élevons en y^ la perpendicu- 
laire ADsnAE; nous aurons BC^nCD^ et le triangle 
BCD sera isoscèle : ainsi CI perpendiculaire au milieu de 
fD donnera le point C. 
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47* 7. Mesure des Angles dans le Cercle, 

2107. Nous connoissons la mrsure ^t$ angles dont I^ 
sommet est au centre (169); cherchons cette mesure lois- 
que Pangle est situé d'une manière quelconque; et d'abord 
examinons le cas où Pangle est forme par deux cordas, 
k sommet étant sur la circonférence; on dit alors que 
Tangle est Inscrit, 
/g^ i". Si l'un des cdtés passe par le centre C, tel que 
l'angle G AD, en menant EF parallèle à AG, on a GE^AF^ 
^190) ; mais on a aussi ED:s=:AF^ à cause des angles 
égaux ACF et DCE ; ainsi E est le milieu de l'arc GD^ 
et l'angle pCD ou son égal G AD (18^)9 a pour mesure la, 
moitié de l'arc GD. 

a.^. Si le centre est entre les câtés comme pour l'angle 
BAG j en menant le diamètre AD , les angles BAD^ DAG 
ayant pour mesure la moitié de B^ et de DG^ la somme 
donne la moitié de l'arc BDG pour mesure de l'angle 
BAG, 

y. Si le centre est hors de l'angle, comme pour HABf 
on a de même ^ HD et ^ BD pour mesures des angles 
H AD BAD; en retranchant, on a ^ HB pour celle de 
l'angle HAB. 

4**. Enfin, s'il s'agit de l'angle TAB, formé par une 
tangente AT et par une corde AB; le diamètre AD est 
perpendiculaire sur AT, l'angle TAD a. donc pour mesure 
le quadrans ou la moitié de l'arc ABD ; on trouve donc 
i AHB pour celle de l'angle TAB, 

Donc Vangle inscrit a pour mesure la moitié de Vare 
compris entre ses côtés ; et réciproquement si un angle 
BAG a pour mesure \^BG^ le sommet A est sur la cir- 
conférence : cela ê^ démontre ^ aisément par l'absurde. 

Prolongeons HA en AT ; la moitié de l'arc G AH est la 
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«iffion dcVangle KAG^^ supplénîent 4* HAO. On verra * iJL 
dément que* 

* * « 

* t^. L'wÊgle inserit ions h demi^-cêrele est droit ^ car 49*' 
Tangle BAD a pour mesure la moitié àt là demi-cir^i^ 
conférence ; . 

2*". Toos les angles inscrits Ay C, i),... qui s'appoient 5o^ 
sur le même arc jB£, ayant Vn^me mesnre 9 sont éganx'; 

3*. Si un angle BAE , de grandeur fixe , se meut de 
manière que ses côtés passent sans cesse Tun en 1^^ 
Tautre en £, le sommet prenant successivement les po-« 
sitions Aj C, 1^ 9-- décrira la circonférence. 

ao8. On résout divers problèmes k Taide de ce t&éo« 
xéme. 

I. Abaisser une perpendièuhire AD à Vextrimiti éfune 49* 
ligne AB sans la prolonger. Puisque Tangle BAD doit 
être droit , toute ligne ÉD. doit être le diamètre d^ufi 
eerde passant en Ai on décrira donc , du centre quel- 
conque Cj un cercle qui passe par le point A; puis 
par le point B oh ce cercle coupe AB , on mènera le 
diamètre BD j qui donnera un point D de la perpen-* 
diculaire cherchée. On peut appliquer cette construction 
au problème du n*. 1S8. 

IL Par un point extérieur D mener une tangente AD 5x4 
au cercle CAB. Puisque Tan^le CAD formé par la 
tangente et le rayon doit être droit , il est inscrit 
dans le * demi-cercle dont CD est le diamètre. On dé-* 
crira donc cette circonférence CADB , elle coupera fe 
cercle proposé CAB au point de contact A ; on aura ^ 
outre la tangente AD ^ une autre solution BD ^ et il 
devient prouvé que ces deuï lignés satisfont seules à la 
question. 

111. Partager Vangle ACB en trois parties égales. Sa» 
Traçons du sommet C le cercle FAB , concevons la lient 
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f 5. de pl^ft TaQgle BCD étant supplément de C% on toi» 
le lieu du sommet, fn décrivant s^r la corde PD un 
segment BCçB capable de cet apgle ; DCA donnera le 
triangle, cherché, 

II y a une infinité de solutions , car antre le point ç qui 
donne le triangle aBcm on peut attribuer i la corde BD 
diverses, sîtuatipns. 

56 et 2Qg. Cherchons la mesure deiVangle BÀC dont le aon* 
Sj. met A est en uq lieu (jue^onque du cercle. 

56. i^. Si A est situé dans la circonférence , en prolop* 
géant sea côtés tn D et £ , puis. menant EF paralliU 
à DC, la mesure de Tangle E 7:^ BAC est 

iBFi=i{(,BC+CF)^i {BC^BE.y 

% 

57. a". Si A est situé hors du cercle , en menant EF pa- 
rallèle à AB^ la mesure de Tangle A =3 CEF est 

Ainsi , la mesure de Taugle A est dans un cas Im 
moitié de la somme y et dans Tautre, la moitié de Im 
différence des ores compris entre ses côtés , ou ^(aiîi^)iL 
en faisant a =: BC , ^ = DE. Cette formule eist même 
générale , car ^ =3 o répond an cas où le sommet est 
sur la circonférence , tl hz=za h celui où il est au centre. 

8. Des Lignes proportionnelles , Triangles semblables. . • • 

58. aïo. Soient denx droites quelconques AH ^ ah : si sur 
Tune on prend des parties égales AB BC CD..., et que 
par ks points de division , on mène des parallèles Aa 
Bb Ce... Hh dans une direction arbitraire , les parties 
ab be ed.„. qu^ elles intercepteront sur aA seront égales 
entrfr elles ; car , si on mène ai bl cm.... parallèles k 
AH \ on aura des ' triangles aib blc cmd.... égaux entre 
etu, à cause de ^'ss U ps cm,,» ainsi abs:bc;:=icd ss.... 
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Il snit de là qnc AB sera contenu dans AH autant 58i» 

^e fois que ab dans ah^ ou --^7^ =? — • 

âii. Soient deux droites AH ei ah couples par trok 59-' 

parallèles quelconques ^a £« Hh ^ elles le seront en 

AE ae 
parties proportionnelles, ou -tt7wî=-t> ^^^9 

I*. Si les parties AE EH sont commensurables, en 
portant la commune mesure sur AH^ elle sera contenue 
un nombre exact de fois dans AE et EH : on retom- 
bera donc dans le cas ci-dessus, parce que les paral- 
lèles à Aa Bb... menées par les points de division couperont 
ah en parties égales. 

3®. Si AE et EH sont incommensurables , divisons 
'AE en un nombre arbitraire de parties égales, et por- 
tons l'une déciles de E vers H ; soit / le point de 
division le plus près de H ; menons // parallèle à HK 
Cela posé, , AE et El étant commensurables , on a . . . 

Vf 

■=r-3 = — 2 cl comme El = EH — Jï/ ; «5= êh — W; 
JLA ea 

« 

. . . EH HI eh hi ^ ,. -, ___ 

Il vient -;q-3 — -=r-; = . Or , les distances HI et 

EA EA ea ea ' 

hi peuvent être rendues aussi petites qu'on vqudra, en 

prenant le nombre n de plus en plus grand ; les autres 

parties restent constantes, de sorte que lei points ff et 

h sont les limites de 1 et /. Le principe fondamental 

(167) donne donc encore -rr-; = — . 
^ '^ EA ea 

Onadoncengeneral ^=;jf, d'où (yS), ^= ^l 

AH AE EH 

ah ae '^ eh' 
^12. La même cbose a lieu pour deux droites quelconques 
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%• qui se coupent ; car menons AC parallèle -it ah^ on a 

V» J?/^ 1 • • ^^ -^^ ^^^ WT 

Anv=iae , iiLz=:eh : ainsi -77; = -77? = -st?- *^»* 

yf^ ^C XïG 

parallèle à la base d'un triangle coupe donc les côtés en 

parties proportionnelles. 

Réciproquement , si on a vrw> ?;= sT^y ^^ ^^ paraU 

JbM ne 

IMe k HC ; car si cela n'étoit pas , menant HL parai • 

IMle à EB , on auroit -=7^ = -5-=- 3 donc fiZ = -6C. 

2x3. Il suit de là que, i**. lorsqu'on a trois lignes mn p^ 
U est facile de trower une quatrième proportionnelle , c'est* 

l-dire, une ligne jc, telle qu^on ait — = -^.On fera un 

n X 

angle quelconque HAC , et on prendra sur ses côtés» • . .. 
AE = m , AB c= n, AHz=:p ; puis menant EB et sa parais 
lèle HC , ^C sera la quatrième proportionnelle cherchée. 
(00. 2®. Les lignes quelconques ÂJB AC AD AË AF..^. pas^ 
sont par un même point A , sont coupées en parties pro- 
portionnelles par les parallèles BF bf; car en n'ayant 

égard qu'à AB et AC^ on a -— ■ £= •^r-J de même 

jfv jfe 

AC et AD donnent —7- = —77 , etc. Réunissant ces pro- 

Ac Ad * 

portions qui ont un rapport égal , il vient 

AB_ AC _ AD _AE_AF 

Ab '^ Ac ~ Ad^ Ae ~ Af ^ ' 

61. 3°. Pour diviser une droite donnée AF en plusieurs 

parties égales , par exemple en cinq ; on mènera une 

(igné quelconque indéfinie aF ^ sur laquelle on portera 

cinq fois l'ouverture de compas arbitraire Fe-=:ed^=^dcr=: ..,. 

puis menant Aa et les parallèles Bb Ce Dd £e, on aura 

AB = BC^CD = . . . 
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4*- Poor partager une ligne donnée AF, en parties ^è. 
proportionnelles à celles d'une autre droite donnée af , on 
tirera la ligne quelconque a'F^ sur laquelle on portera 
JV =^» d'e' = de ,* JV = de.,.. ; paîa menant Aaf e%, 
les parallèles By... , on aora les points de division cher-> 

ai4- Deux triangles^£C A'B' Q dont les angles sont res- 63. 
pectivement égaux, sont nonaaés Semblables ou Eçuiangles: 
les cdtés de même dénomination sont appelés Homo- 
logues. Soient A=A\B = B'y C = C j AB,esi homo- 
logue de J'B'j BC de B'C% ^C de A'C. Les côtés 
Tiomologues se distinguent en ce qu'ils sont opposés aux 
angles égaux. 

Deux triangles semblables ont les côtés homologues pro-' 
portionnels. En effet, plaçons le triangle AB'C sur ABC^ 
de sorte que le côté A' O tombe sur son homologue 
AC de ^ en £; A'B' tombera sur AB de A en D^ 
À cause de ^ = ^'. Mais Tangle AED =0 ^C; don« 

DE est parallèle à BC ^ (i8i); et on a --yg = -r^. 

Menons ensuite £/* parallèle à AB^ nous aurons 

AE BF 

^t; = -57^ f et comme ( aoo ) BF=DE^B'C, on 

a enfin 

A'B' A' a B'O 



AB AC BC 

« , . . A'B' A'C B'O 

Réaproqueraent, si -jg- = -^ s= -g^ 9 panons 

^J9 = ^'^, et menons DE parallèle à BC, nous au- 

^D ^E D£ , . ^ . 

rons --^ = -^^ = -— ^ ; et à cause du premier rapport qiu 

^/f ^fy ntt 

A'Q AE B'C DE . 
Mtcoibnion,.^ = -j^, -^=.-g^: donc ... 
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63. A'C' = ÂE, B'0 = DE. Les triangles ADE A'B'Cf 
sont égaux, et par conséquent ABC A'B'C' sont ëquian-* 
gles. Ainsi y deux triangles qui ont les ûàtés homologue^ 
proportionnels sont semblables, 

A^V A* O 
ai5. Supposons A £= A\ et —tô = TTr? «» appU-* 

Jjnant A'C de ^ en £, A*B' tombera en Aï^ et B'O 

en DE, Or, par hypothèse, on a -j^ c=c -7779 donc DR 

est parallèle à jS(7'(2I2) , et les triangles ABC et ADE om 
A' B'O sont ëquiangles. Ainsi, Jifitr triangles qid ont 
un angle égal , compris entre côtés proportionnels , sont 
semblables, 

63. 216. Concluons de là, que 1*. deux triangles dont les côtés 
sont respectivement parallèles^ sont semblables. Cela est 
évident pour ABC et A' B'O (i83,3*.); quant à y4f5C 
et OIH , en prolongeant les côtés en A' et B' , puis me- 
nant A'B' parallèle à i// ou ^^ , on a / = ylT', ^= B' 
comme alternes ititemes. Ainsi ^ C'IH étant ëquiangle 
à A' B'O Test à ABC. Les côtés parallèles sont hom^ 
logues, 

64- s*. Deux triangles ABC A'B'C dont les côtés respec^ 
tifs sont perpendiculaires , 5071/ semblables ; car soient 
prolongés les côtés A'O B'O jusqu'à leur rencontre 
en F et £ avec AC^ les angles C ex E sont complé- 
mens ; ainsi que O et £, à cause des triangles rectangles 
ECG [EOF : donc C = O. On prouve de même que 
A tzz A'j BtssB'. Les côtés perpendiculaires sont homùr' 
logues, 

60. 'S**. Les lignes AB AC AD.... partant JTun mime point 
A , coupent en parties proportionnelles deux parallèles 
quelconques BF , bfi car les triangles ABC Abc seia* 
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blables donnent —3- = -r— ; de, même ACD Aci donnent 

Ac be 

AC\ CD, . . CD ÉC ^ , 

— — . c= — TT ; ainsi , on a — - = -; — . On a de même. • 
Ac^ Cd^ ^ td bt 

CD DE^ • , . ,, ^ . , ^ 

— -- = -j- .... La réciproque se démontre aisément. 

4** Cest sur œs prindpes qu'est fondée la. construc- 
tion des Échelles^ Après avoir porté un certain nombre 
quetconque de parties égales sur une droite indéfinie 
C/^*par exemple 5 , d^ C en X^, on élève par les pointa 65« 
le dîriston des perpendt(^ttlaires , puis on porte de même 

sur ' CA 5 parties égales arbitraires Ca ac ; par les 

points ace..,, otk mène des parallèles indéfinies à CI % 
enfin, on tire les Trans^rsalet CB , &F,.... il suit de 
celte constitiction que puisque Ca Ce Ce.k sont ^ | ^...« 
de CAf ab cd ef... sont de même ^9^9 |... de AB% 
«oe$t;^ ^+fo 0)1, Cf rfr ^) de AB.<, ou isnCn^ de CD. 

On a donc ainsi partagé la ligne CD en 25"^ , ce 

t r 

qu'on n'auroit pu faire autrement, d'une manière aussi 
distincte, ru la- petitesse des parties. On peut se servir 
de cette échelle pour diviser toute droite en parties égales : 
on cherche conlbien ce^e droite contient de parties de 
réchelle , en portant ujnt ouverture de compas égale 
sur une des parallèles indéfinies , et obserVaAt qu'elle 
réponde k des divisions à-^péu^prèe eitactes : ai par exemple 
elle tombe .de X en . û , la ligne contient 67 divisions. 
On partage ensuite ce nombre en autant de parties qu^on 
veut. 

Cette échelle est âur-tout employée pour réduire les 
lignes d'un dessin dans un rapport donné : on a cou* 
tttitie de former CD et CA de 10 parties, et de numé* 
È^hK convenablement les transversales , afin d*en faciliter 
Posage. Cest alors une ichelU d$ dixmes* GGu 
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^. 5*. Si les lignes Aa Ee Hh sont parallèles et équi-« 
distantes ^ E ti e seront les milieux de AH et ah ; et 
réciproquement. De plus , Et est la moitié de Aa -f- AA 
puisqu^en menant AC parallèle à à A ; EB =r ^ //C^' et 
que Be^ égal à yifa et Ch , fcst moitié de If somme è% 
ces deux lignes. 

67, 217. Soit un triangle ABC rectangle en ^ ; si on abaisse 
sur l'kypotkénuse DC la perpendiculaire AD ^ les deux 
triangles partiels ABD ADC seront semblables entre 
eux et à ABC ; car Tangle B est commun à ABD et 
ABC outre l'angle droit en I> , pour Fun , et ea A 
pour Tautre : il suit donc de \k que Tangle C est égal 
à BAD ^ ou C z=; «. ]>e même C est commun entre 
AIJC et ABC,^ outre Tangle droit ; ain^i fi zsz B, Le« 
triangles ABD et ADC ont d'ailleurs les cdtés perpen^ 
diculaires. 

£n forniàfrt des proportions avec' les côtés homologues ,^ 

on trouve que , 

BÙ Ad 

1^ Les triangles .i^D et ylDC donnent --JJ7 =: «jy^ ^ 

d'où AD^ r= BD x DC \ ainsi la perpendiculaire est 
moyenne proportionnelle entre hs deux segmens de l'hy^ 
poihènuse^ (7^)* 

a®. Les triangles ABD ABC donnent --jrg t=s -n 1x4 

y*5* = jBD X se : de même ADC et ABC donnent 
AC^ = DC X BC. Ainsi chaque côté de Vangy droit 
est moyen proportionnel entre Vfypothinuse entière et 
le segment correspondant, 

. 3*. L'équation AB^ =:BDx BC divisée par BO donne^ 
-^— s= -— . Le carré de Vhypothinuse est au cmrré 
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jPun des côtés de t angle droit ^ comme V hypothinuse est ^7* 
uu segment correspondant à ce côté. 

I^. £n ajoutant les équations AB^ = BD x BC ^ 
AC' = DC X BC, on trouve 

AB*-\-AOt=:zBC (^BD+DC)=BC*: 

ainsi le tarré de Vhypothênuse est égal à lu Mmme des carrés 
des deux autres côtés. Désignant par abc les côtés opposés 
respectivement aux angles A B G^ on a 

CiPtte proposition (4?** d^Ëuclide) la plus- impor- 
tante de toute la géométrie, apprend à trouver la Ion-* 
gueur de Tun des côtés de tout triangle rectangle , con- 
noissant les deux outres; on a en effet a c= ^ (&^ -|- £*) et 
^ = V/ (fl' — c' ). Rapportant donc les côtés a b»c k 
une unit^ métrique, on en mesurera deux (i56), eton 
conclura par un calcul simple le nombre d^ijynités du 
troisième. Soie par exemple ^ = 3,rs=4» on trouve 
a^ = 9 -|- i6 = ^5 , d^oii a = 5. 

Lai réciproque de cette proposition résulte des J^euT 
suivantes. 

ai 8. Si Tangle A du triangle ABC est aigu , en abais- 38. 
«ami la perpendiculaire BD sur la base AC y on a deux 

triangles rectangles ABD CBD ^ qui donnent 

BD'^z=:AB- — AD^z=JBO — DC-\ ainsi 

BO = AB' + DO — AD\ Or , DC =i AC — AD : 
( si la perpendiculaire tombe au - dehors du triangle , « 
comme «pour ABO , on a DC^ c= AD -~ AO ) ; en 
substituant et faisant AD = x , a b et c les trois côtés 
£Cf AC et AB du triangle , on a 
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38. Si l'angle A est obtus , comme pour le triangle CBjt j 
la peqiendiculaire BD tombe au-dehors , et on a. ... i 
BD^ = CB- — CD^z=:BA'-^DA'-\ or CD = CA'+A'D, 
d'où 

o> = *• -I- lî» 4. a*x. 

219. Loraque les trois côtés d^un triangle sont donnés^ 
il est bien aisé de juger de la nature de chacun de ses 
angles ; après avoir fait les carrés a^ , b^ et c^ des côtés , 
on comparera chacun à la somme des deux autres, et 
suivant qu'il sera égal plus petit ou pllis grand que cette 
somme , l'angle opposé sera droit , aigu ou obtus. 

g8. ^ 2210. Si la ligne AC divise en deux parties égales 

Tangle A du sommet du triangle BAD , en prolongeant 

DA en £, jusqu'à la rencontre de BE parallèle à AC, 

AD AE 
on a -çtt; =-^7, : or, VM&\tBACz=LABE=LDAC ^ de 
DCt JjC 

plus E=DAC; donc E:=:zABE. Le triangle EAB étant 

isoscèle , on a AE = AB ; donc -yr^ = -5-?; , et les 

X/C JOC0 

cdiés sont proportionnels aux segmens de la base. 

gq^ 221. Soient deux cordes BE DC qui se coupent en 
A , en menant BC DE , les angles £ et C sont égaux 
(207) comme étant appuyés sur le même arc fD ; de 
même B ^=^D\ ainsi les triangles BAC DAE sont sem« 
blables, et en comparant les côtés homologues, on a. . . 

^ = 4S» d'où BA X AE = ADx AC-, ainsi les 
AD AE 

parties de dtux cordes qui se coupent forment-des produits 

égaux (*). 



(*) On énonce ovdinairancst ainaî ce théorème et oelm du n«. 334 - 
lu cordes gc eoupent en parties réciproquement proportionnetUs ; 
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Ï22. Soit un diamètre BE et sa perpendicnlaire DC, 70. 
comme ylD = AC^ on a AD^ = AB x ^-B. On 
nomme AD une Ordonnée ; ainsi F ordonnée d'un cercle 
est moyenne proportionnelle entre les segmens du dia- 
mètre. Cette proposition revient à cell& (21 7, i^), parce 67. 
que le triangle rectangle ABC est inscriptible au demi- 
cercle. 

Si on veut donc une ligne x moyenne proportionnelle 70. 
'entre deux lignes données m et n^ on prendra sur une 
droite indéfinie AB^nm, AE := n ^ on élèvera une per- 
pendiculaire DC au point A ^ et sur le diamètre BE on 
tracera un cercle BDE ; AD sera x. 

aa3. Il résulte aussi de la proposition (2179 2°.) que Qj^ 
la cordé AB est moyenne proportionnelle entre le diamètre 
BC et le segment BD correspondant. On a donc . . . 

BÀ^=BCxBD et BE-^BCxBF, d'où ^=^: 71. 

ainsi les carrés de deux cordes qui partent d'un même 
point de la circonférence sont entre eux comme les seg" 
mens du diamètre qui passe par ce potÊÊ, 

2^4. Soient deux sécantes AC AE ; en menant les .^2. 
lignes DC BE on a les triangles semblables ABC ADE^ 
car outre Fangle commun A^ ils ont C:=:E ^ (207). Ainsi 

on a -— - = —-7 , d'où AB x AC^=iAD x AE ; donc 

chaque sécante multipliée par sa partie extérieure^ donne 
le même produit. 
, 2a5. Soient une tangente AB et une sécante AE^ en 73* 

les sécantes sont réciproquement proportionnelles à leurs parties 
extérieures. Nous ayons préftré let énoncklioDs ct-demis eoamn 
comprises dans une phrase pluf claire et plus fràle à se présenter k 
l'esprit. 
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73. menant BD , les triangles j4BD AEB sont semblables , 
car outre l'angle A commun, on a JS = ABD^ (^^7)' *>"^ 

^^D = TET OU AB^=:^AD X AE , ainM la iangmfe 
Au Até 

est moyenne proportionnelle entre la sécante entière et sa 

partie extérieure, 

% et aa6. Ces théorèmes peuvent être renfermes en un seul ; 

7^* car soient tf et ^ les distances mesurées sur la droite 
AC , d'un point A k U circonférence , ou AB = a , 
ACz=zh\ soient de même a* et b' les parties analogues 
pour une autre ligne /^jÇ, ou AB =«', AEr^y j on 
a a3 = a'b\ quel que soit l'angle sous lequel les lignes 
se coupent, et en quelque lieu que soit le point A, Si 
on fait tourner AC autour de A y les points d^intersection 

^3. B ei C changeront, et lorsque la ligne AC sera tangente , 
B et C coïncideront ; ainsi a*-=:^b'y d'où ab-sua'"^, 

227. Voici plusieurs problèmes qu'on résout par ces 
divers prindaes. 

7^. I. Mesurer la hauteur d'un édifice AB. On plante ver- 
ticalement un piquet ou Jalon DEj puis on dirige un 
rayon visuel DB au sommet 2? , et on marque le point 

CE CA 

C où il rencontre l'horison ; on a -rr^ = -rrr > *oul 

DE Ad 

Ht ici connu excepté AB, 

On pratique cette opération plus commodément en se 
servant des longueurs AC et CE' de l'ombre que projettent 
les hauteurs AB DŒ'. 

c II. Mener une tangente à deux cercles. Soit AD'D 

cette tangente ; joignons les centres par la ligne AOC 

et menons les ^rayons CD OD* , on aura visiblement 

AC' CD' 

'-—' x= ^ j. M , Mais pour une sécante Al^ en laetunt 
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et et C'/', au lieu de CD et CD', on aura -^= -^; 7^- 

donc Cl est parallèle à Cl' : il en seroii de même de 
CK et C'A', pour la sécante A A'. 

On mènera donc deux rayons parallèles quelconques 
Cl Cl* ; k droite i /' donnera, le point A , par lequel on 
tracera la tangente à Tun des cercles; elle le sera aussi • 
à Fautre. Lorsque les cercles ne se coupent pas, il y a une 
seconde solution en A\ ce qui (ait quatre tangentes. 

III. Trouver un point C sur la circonférence ABC y 1^' 
tel que les droites BC AC menées à deux points donnés 
A ei B de cette courbe , soient entre elles dans un 

rapport donné =r — . £n supposant le problème résolu , 

la ligne CE qui coupe en parties égales Tangle C (230) 

donne — 7^ = _- . = : on prendra donc le milieu 

AC LA n ^ 

D de Tare AB , et on partagera la corde AB dans le 

rapport donné ; la drc^ DE donnera le point C. 

rV. Etant données oeux circonftrences C et C qui se 77* 
coupent en E et /*, puis deux points A el B sur ces 
courbes; mener des cordes AH BD dont les extrémités 
soient sur une même circonférence ADIIB , et qui se 
coupent sous un angle donné. 

On^krira sur AB un segment AIB capable de Tangle 
donn^E)8, IV) ; Fintersection /des* cordes cherchées sera 
sur cet arc : de plus AU et BD devant être des cordes d'une 
même circonférence, on a (aaa), AIxIHzrzBIx ID, 
Or menons AE EB FD et f //, les triangles AIE IHF 

ayant Tangle A ■.- F sont semblables ; d'où 

lE y. IF— AI X m : de même les triangles DIF lEB 
donnent i£ x 1F=:ID x 1B\ ainsi la condition ci-dessus 
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77. est satisfaite par le point / où Tare AIB du segment est 
rencontré par FE. 

78. V. Par le point B dMntersectîon de deux cercles y 
mener une droite CD qui ait une longueur donnée M, 
Supposons le problème résoin 9 menons par le point B 
une ligne quelconque £F, et joignons j4 avec E C F cl 
D ; les triangles JEF ACD ont Fangle Ez=:C, comme 
appuyés sur le même arc BLi ; de même Ft=iD : ainsi 

■ = tt AC est une quatrième proportionnelle- 

à EF ^ M et v^£ ; on prendra donc FLz=,Mf on mè<« 
nera LK panOèle à AF^ AK sera = AC : il ne s^agira. 
plus que de décrire du centre A^ avec le rayon AK^ 
on cercle qui donnera , par son intersection , le point 
C on C^ : on a ainsi les deux solutions du problème. 
70, VL Proposons-nous de couper une ligne AC en denx 
parties telles que la plus grande BC soit moyenne pro- 
portionnelle entre l'autre AB et la ligne entière AC\ 
c'est ce qu^on appelle ^uper lorgne AC en moyenne 
et extrême raison. De BC^ = AC x AB , à cause de 
AB=AC—BC, on ùreBC-=AC-—ACxBC',à'ovL 
BC--hACx BC ou BC X {BC + AC)^AC\ 
Il s'agit donc de déterminer BC, tel que ^Csoit moyen 
proportionnel entre BC et BC -f- AC, Pour cela élevons 
en A la perpendiculaire AD = \AC^ menons l'hyprfHËnuse 
DC , puis [^rtons CE de C en £ ; le point B satisfera à la 
question, puisqu'on aura AC^z=.CEx CE', {Voy, n^329). 
g^^ Y II. Inscrire un triangle d e f dans un autre ABC y 
c.-à-il. , le placer comme DEF ^ de sorte que 1/* tombe 
en l) sur le côté AC^ etc. £n supposant le problême 
réso'u , et traçant par les points EFB une circonférence , 
ainsi que par AIJF ^ on voit que le segment FOE est 
capable de l'angle donné £ , et le segment FOD capable 
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de fangle A (208, IV). Décrivons donc sur Je et Jd* 8o# 
des segmens capables de B et A, La base AB est don- 
née et forme une double corde dans les - deux cercles. 
Si donc, diaprés le problème V, on décrit en y la corde 
cb = AB , il ne restera phis qu'à mener les lignes ad be 
prolongées en 1: , et on aura le triangle abc = ABC ; 
par conséquent 6n connoitra les points D^ E ^ F^ puisque 
BE^sbcj etc. Comme on peut mener la corde ab de 
deux manières, le pFob[jéme aura ei^gcaéral deux so- 
lutions. 

g. Des Pùfygones. 

228. On nomme Polygone toute figure ABCDEF ter- 8i« 
fO^é^ par des droites. Le Quadrilatère a 4 côtés , le 
Pentagone 5, V Hexagone 6 , V Octogone 8, le Décagone 10 ,. 
\t Dodécagone 12, le Pentédécagone iS, etc., le nombre 
des angles est le même que celui des côtés. 

Utie Diagonale est une ligne AD qui traverse le poly* g3* 
gone d'un angle à PaulUç 

Tous les angles de Fhexagone ABCD.,,, sont Saillans 
( fig. 86 ) ; l'angle BAF ( fig. 8a ) ^\%mtrant. 

22g. Pour construire un polygone dont toutes les parties 86* 
soient données, après avoir pris sur une droite indéfinie, 
yne longueur AB égale à l'un des côtés , on formera en 
A tt B deux angles BAF, ABC égaux à ceux qu'on 
sait devoir être adjac^ns h AB \ puis on prendra pour 
se et AF les longueurs données , etc. 

Après avoir ainsi tracé les côtés FA AB BC CD et 
jPjE, le côté FE destiné à fermer T hexagone est déter- 
miné , ainsi que les angles E et D. Si donc n désigne 
le nombre des angles d'un polygone, 2 11 sera celui des 
parties qui le composent, et 2/1 — 3 celui des quantités 
suffisantes pour sa construction. 11 y a donc des relations 
^ul lient entre élu» ces parties | de sorte qu'on puisse 



a32 . GÉOMÉTRIE. 

Jolermlner deux côtés et un angle ^ d'après la connoissance 
des autres parties. Ce problème de Polygonométriexkt peut 
maintenant être résolu : mais il est facile d^assigner la 
relation qui existe entre les angles. (T. n*?. 365,Vl). 
Si. a3o. Menons d'un point quelconque O intérieur, les 
lignes OA OB OC..., elles formeront autant de triangles 
ABO OBC..,. qu'il y a de côtés. La somme de tous les 
ang).es est donc dqpc droits répétés autant de fois qu^il 
y a de côtés. Mais la somme des angles en O vaut quatre 
droits. Donc la somme des nnghs intérieurs de tout po- 
lygone est deux fois autant d'angles droits qu'il y a de 
côtés, moins quatre angles droits. Si n est le nombre 
des côtés, et D l'angle droit, la somme des angles Taitt 
donc ^nD — l^D ou 2 7J ( n — a ). 

23i. Les quatre angles d'un quadrilatère valent donc 
59. quatre droits. Si cette figure a deux de ses côtés parallèles 
Aa Hh , on la nomme Trapèze ; c'est un Parallélogramme^ 
$3. si les quatre côtés sont parallèlJM deux à deux. On sait 
d'ailleurs (200) que la diagonale ÈD partage tont pa^ 
rallélogramme en deux triangles égaux ABD BCD\ que les 
angles opposés sont égaux ^= C, J5=D; que les côtés op- 
posés sont égaux. Réciproquement si AB:=l)CtiAD^=BCj 
la figure ABCD est un parallélogramme. Les diagonalef 
AC BD se coupent mutoellement en deux parties égales, 
cela résulte de l'égalité des triangles AOD et BOC. 
g^. Le Bhomhe ou Lozange est un parallélogramme dont 
tes quatre côtés sont égaux. Il est visible que les diago- 
nales AC et BD sont à angle droit, parce que les quatre 
triangles AOD AOB DOC et BOC sont égaux. Récipro- 
quement si AO:=:ÔC tiDO= OB la figure ABCD est 
un parallélogramme, qui devient même un rhombe, lors- 
que AC et BD sont à angle droit. 
i5. Enfin, si le parallélogramme ABCD a l'un de se!& angles 



Polygones. a33 

A droit, Tangle opposé C le sera aussi ; il en est de même 8^- 
(Irs autres B et 2), puisque rëunb ils valent deux droits, 
<*i quMls sont égaux ; la figure a donc ses quatre angles 
«Iroits. C'est pour cela qu'on la nomme Rectangle. Le» 
diagonales AC BD sont égales. 

Si AB:=zAD le rectangle s^appelle Carré; le carré a 
donc les quatre côtés égaux et les quatre angles droits. 

23a. Prolongeons les côtés AB BC,.„ d'un polygone 86. 
dpns le même sens; nous formerons des angles extérieurs 

GAB liCC supplëmens des intérieurs adjacens. Mais 

Tangle AOB est supplément des angles OAB + OBA : 
de même, BOC l'est de OBC+OCB^ etc.; donc la somme 
des angles en O ou quatre droits, est la somme des supplé- 
mens des angles y^Z?C ÈCD.,„ du polygone. Ainsi, la somme 
(les angles extérieurs de tout polygone vaut quatre droits. 

â33. Les polygones qui ont les côtés égaux et les angles 
égaux sont appelés Réguliers. On peut toujours inscrire et 
circonscrire un cercle à un polygone régulier ABCDEF(^). 87. 
£n effet , divisons les angles ^ et J9 en deux parties égaler, 
parles lignes AO tlBO^ et du point O de concours, 
menons OC. Comme AB=xB&^ le côté OB commun et 
l'angle ABC divisé en deux parties égales, le triangle 
Koscèle ABO = BOC, d*oii OA^OC= OB. On prou- 
vera de même qu« OB=ODz=OCj etc. 

On voit donc que le point O est le centre du cercle 
circonscrit au polygone; que les lignes menées de ce 
centre aux angles sont égales; qu'elles divisent également 
ces angles; qu'elles forment des triangles isoscèles AOB 



(*) Un cf rcle qui toudie tous let c*iéff d\iii polygone cit appelé 
inscrit { le ccrde ett eirc^t sent quand il jMuse par les mnaifm 
àe tous let angles. 
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^7' BOC,,., Enfin que les angles au centre AOB BOC. sonk 
^gaux entre eux. 

Les cordes AB BC.„ étant à la tnéme distance du centre- 
O, les perpendiculaires OG 01.., sont égales (2o4) • si donc 
on décrit du centre O avec le rayon OG une circonférence , 
elle touchera tous les côtés du polygone en leur milieu. 
Gj /.... 

284. Le problème inverse consiste à inscrire ou cir— 
conscrire un polygone d'un nombre de côtés déterminé , 
à une circonférence donnée ABCD,,,. or ^ il s'en faut de 
beaucoup qu'on sache résoudre ce problème en général :. 
nous allons exposer les cas dans lesquels on peut en trouver 
la solution « 

88. Avant nous remarquerons que, lorsqu'un polygone est 
inscrit, il est aisé d'en circonscrire un d'un même nombre 
de côtés, et réciproquement. £n effet, soit ABC... un. 
polygone régulier inscrit donné ; aux points A B C... 
menons les tangentes ab bc.... leur système formera le- 
polygone demandé; car les triangles aAB^ bBC ^.... sont 
égaux et isoscèles, parce que leurs bases AB BC... sont 
égales , et que leurs angles adjacens ont la même mesure- 
(207, 4^). 
87. On pourroit aussi mener les tangentes par les milieux * 
gîk... des arcs AB BC CD...; abcde formeroit le polygone- 
demande : car les côtés sont parallèles f par conséquent les 
angles sont égaux (182) : de plus les triangles égaux GBO 
Z?0/ ont les angles égaux, de sorte que l'aogle GO I est 
divisé en deux parties égales. De même le triangle gOb 
étant z=ibOiy Ob coupe le même angle gOi en parties 
égales : ainsi les trois points O B b sont en ligne droite. 
11 en est de même de C ei c , de D et J,.... on a donc 

GB OB ^ , AB OB ^ 

— r-=-77r-> ou plutôt — -~=-7r7-. On a de même- 
gb Ob ^ '^ ab Ob 
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BC OB 



; d^où ah = bc y puisque AB =s BC, El 87* 



bc Ob 

ainsi des autres côtés. 

Cette double construction serait assez pénible : il est 87* 
préférable de mener une seule ab de ces tangentes, de 
h conduire jusqu^aux rayons OA OB prolongés , puis 
de décrire du rayon Oa un cercle sur lequel on porte ah. 

Réciproquement si le polygone circonscrit abcdej est 
donné, on mènera du centre O les lignes aO bO„, puis 
parles points AB,„ où elles coupent la circonférence, on 
décrira les cordes AB BC„. 

^35. Puisque la somme des angles au centre ^t 4^9 87. 

chacun vaut lorsque le polygone est régulier ; n dé- 
signant le nombre de côtés du polygone. L'angle au 
centre du triangle équilatéral est donc | D; celui du 
carré est D, du pentagone légulier jD, de Fhexagone 
|D, du décagone |Z>,.... 

La somme des angles à la circonférence (280) est • . 

:^JD(yi— a) ; chacun vaut donc ^ ^. Ainsi Tanglc 

du carré est droit , celui du pentagone régulier est 1 1> , 
de rhexagone |D, du décagone | D,... 

Chaque côté AB BC... sous-tend un arc = — ^ C dé- 
signant la circonférence. 

Le nombre des diagonales qu^on peut mener d^un même gS. 
angle A à tous les autres est visiblement n — 3; celui 
des triangles ainsi formés est n — a. 

236. Soit FE le côté de Thexagone régulier inscrit, 8g. 
Tangle O est =^ D, et les angles égaux- £ et F du 
triangle isoscèle OFE valent ensemble 2D — | D ou ^ D : 
chacun vaut donc 5 -W , et le triangle OFE e^t équila- 
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%• téral, d'où FE=OF. Le côté de Vhexagone régulier 
inscrit est égal au rayon. 

Si on joint les angles, de deux en deux , on aura le 
triangle BDF équilatcral inscrit: comme £0 = jEF=1c 
rayon /(, ODE F est un rhombe, et les diagonales sont à 
angle droit (a3i); ainsi FI-y/{FO*—IO)z=:^{R'—iR% 
puisque IO=EI =: J R; d'où FD~R[/3. C'est Ta vaîeur 
du cAtë du triangle ëquilatcral inscrit. 

En divisant en 2, 4* ^•" parties égales les dites AB BC.» 
on aura les polygones inscrits de la^ 2/^^ /fi.,., 3x 2" c6tés. 

^o, 287. Puisque (235) pourle carré Tangle au centre est droit, 

pour inscrire un carré dans un cercle ABCD^ on mènera 

deux diamètres perpendiculaires AC BD^ et on joindra 

leurs extrémités. 

11 est d'ailleurs visible à posteriori que la figure ABCD 

a les quatre angles droits et les côtés égaux. On a 

AD=DO^ + AO^ = :tR^j d'où AD = R^2 

AD 
Puisque =:\/2, on voit que la diagonale du carré est 

incommensurable arec son côté. 

On sait donc inscrire les polygones de 4f 8t 16... 2" côtés.. 
ÎJ^' 238. Soit AB le côté du décagone régulier inscrit, l'an- 
gle O au centre est J D (235) ; ainsi, les angles] O-^B OBA 
sont doubles de O , puisque chacun vaut D — ^ D =r | D. 
- Pour trouver le rapport de AB au rayon , divisons Tangle 
ABO en deux parties égales par la droite CB , les trian*- 
gles ACB AOB seront semblables , parce que l'angle A 
est commun, et que 0=ABC : le triangle ACB sera 

donc isoscèle; ainsi, AB-=^CB et .-.= ,^ « Mai& 

AB AU 

d'une autre part, le triangle COB a auj^si deux angle* 

égaux à I />, d'où 0C= CB=AB\ ainsi AB^ ou son égal 

CO , est moyen proportionnel entre AO et AC. 
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Un dmsant le rayon en moyenne et extrême raison^ la qo. 
plus grande partie sera le côté du décagone régulier inscrit 
(aay, VI). y^i? = J5F donne AF ^oxit le côté du penta- 
gone régulier insent. On pourra aussi inscrire les poly^ 
gones réguliers de 20 , l^o,.., 5 x a" côtés ; et, comme les 
côtés de Thexagone et du décagone sous-tendent des arcs 
qui sont le 6'. et le 10^. de la circonférence C, la différence 

de ces arcs, ou -;r— = — ?-j donnera le côté du poly- 

6 xo if» * '' 

gone régulier de i5 côtés, et de là ceux de 3o, 60 • . . . 

sâ^. Tels sont les polygones réguliers qu'on sait inscrire ; 
quant aux autres, on se contente , faute de mieux , de di- 
viser, en tâtonnant, la circonférenee en un nombre con^ 
ven^ble de parties égales. On résout aussi le problême âi 
Taide du compas de proportion et du rapporteur (^voyez 
l'Encyclopédie ) ; mais comme ces iiistrumens sont eux- 
mêmes construite mécaniquement, on ne peut regarder 
ces procédés comme exacts. La division de la circonférence 
en parties égales est sur-tout importante dans la confection 
des intrumens (i^^r la Géom. du Compas, par Masche^ 
roni, et les Recherches arith. de Gauss, pag. 462). Comme 
la trisection de l'angle completteroit cette opération 
(ao8, III), on s'est longtems, mais en vain, efforcé de 
trouver la solution de cette question. Elle est maintenant 
démontrée impossible par le secours de la règle et du com- 
pas seuls (463, I). 

240. Nous terminerons paf exposer quelques propriétés 
ies quadrilatères inscrfptp)les au cerde. 

I, On a dans le quadrilatke ABCO , A-^- Cr=\ droits, gr 
puisque les angles A ti C embrassent la circonférence 
entière (207); de même £-^0 = ^0. A\ns\ , dans totU 
quadrilatère inscriptible au cerclé , les angles opposés sont 
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*9^' supplémcns l'un de Vautre, La réciproque est vraie, car, 

' en faisant passer une circonférence par CyOelA^ si le 

quatrième sommet étoit en B^ , Tangle B' n'auroit pas 

pour mesure | COA^ et on n^anroit pas (208) 

+ J5'= a droits. 

85. 11. On peut toi^ours circonscrire un cercle à tout rectan-- 
gle ADCB : les diagonales BD AC sont des diamètres. 

9^* III. Formons Tangle KCD :sz BCA; comme les angles 
BAC et KDC sont égaux (207) , les triangles KCD et 
BAC sont semblables: déplus Tangle ACD = BCK et 
l'angle CAD=CBK ^ les triangles CBK et CAD sont 
aussi semblables. On lire de ces similitudes 

KD^_AB^ BK _ AD ^ 
CD ~ AC *^ BC ~ AC ^ 

d'où KDxACszABxCD et BK xAC=iBCxAD : 

ajoutant ces équations , comme BK-\-:KD=BDj on a 

AC X BD = AB X CD+AD x BC. 

Donc , dans tout quadrilatère inscrit au cercle ^ le pro^ 
doit des diagonales est égal à la somme des produits des 
côtés opposés, 
83. rV. Si des points y^ et £, on abaisse sur la ^ase DC du 
parallélogramme ABCD les perpendiculaires AE BF^ les 
triangles ADC BDC donneront (218) 

AC-^zAD^ + DC-'^^DCx DE, 
BD- == BC- + DC-^:iDCx CF. 

Ajoutant ces équations ^ comme DE:i:zCFet AB=fDC, 
on a BD+AC'zxiAD-+BO+DC-+AB- ; hmsldans 
tout parallélogramme , la somme des carrés des diagonales 
est égale à la somme des carrés des côtés. La proposition 
est d'ailleurs évidente pour un rectangle (217, 4'*0- 
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ko. Des Figures semblables et de la Circonférence, 

241. On dit que deux polygones ABCDEF abcJcf sont 9^. 
semblables^ lorsqu'ils sont Jormis de triangles T et f, 

P tlt\ Vf et /*. . . , respectivement semblables et dispo^ 
ses dans le même ordre. 

Sut une droite donnée a 3, homologue 2i AB , il est aise 

ie décrire un polygone semblable à ABCD On fera 

d'abord t semblable à T^ ce qui ne présente a'ucune difii- 
culte (214) ; pais t' semblable à 7% sur ac homologue à 
AC^ etc. 

242. Les triangles semblables T et f ont les angles B 
et b égaux , ainsi que BCA et bca ; de plus (211) 

AB BC AC . ^ . rn » 1) 1 

— — = -- — = *. De même T tl f ont Tangle 

ab bc ac ^ 

ACDzzzacdj d'où on voit que l'angle BCD z=: bcd : en 

outre ==— ; — • On prouveroil de même , \ l'aide de 

ac de 

^ ^r\r> * ^D DE 

y et /* que iangle CuEtrzcde et que — — = ■ ^ etc. 

Les polygones semblables ont^ donc les angles égaux et 
les cdtés homologues proportionnels, • 

Réciproquement si les polygones ont les angles respec- 

•. , AB BC CD 

tivement égaux, et si de plus — — = s=: — : — etc., 

les polygones sont semblables ; car B:=: b ^ et les c6tés 
qui comprennent ces angles sont proportionnels , par 
hypothèse, d'où il suit (21 5) que Tet f sont semblables, 

et dé plus -; — c= > et l'angle BCA = bca. Re- 

* bc ac 

tranchant ces angles de BCD = bcd , il reste l'angle 
ACD=iacd] et comme on suppbse que -r — ="~j^^ 



, j4C CD ^ ^ m: 

<ia. on a = — r— j a cause da rapport commun 1 

ac cd oc 

ce qui prouve que P est semblable à /^ , et ainsi et 

suite. 

i^. Les polygones réguliers d^un même nombre de ci>i> > 

sont donc des figures semblables , puisque leurs angles sou: 

respectivement égaux , ainsi que leurs côtçs (^33)» 

ii^. 2*. Soient deux polygones semblables ABC.,,, et aie,.. 
Si on prend deux côtés homologues quelconques ED té, 
et , si de leurs extrénùtés , on mène des diagonales à lo^i 
les autres angles, on formera des triangles respectivenifrt 
semblables ; EDF à eJ/; EDA à eda ; EDB à edd , etc ... : 
car, les angles des polygones étant égaux, et les côtés k* 
mologties proportionnels , on pourra raisonner ici comin' 
ci-dessus. 

m 

3*. Levet un plan , n^est autre chose que construire il^ 
polygones semblables à ceux que forment sur le terrain lf> 
points dont la situation respective est connue. Pour ceb* 
on conçoit ces points liés entre eux par des triangles, dosi 
on mesure sur le terrain un nombre suffisant de parties ; 
puis on décrit ensuite sus le papier d^autres triangles sem- 
blables à ceux^, d'après les procédés connus (214, etc.) 

q4* a43« Soient pris sur BC et hc ^ points H et h^ tels 

Hc CB _ _ 

qu on ait -^ — = — -— , et menons HJb tt he, lues triac- 
* ne cb 

gles HCE hce seront semblables (218), puisque Tanglf 

HCEz=hce^ et que — ^ — = . Il s'ensuit que l'anûlf 

^ hc ce ^9 

^ EH HC BC -,. , 

EHCz^ehc et — ;— = -^ — = — ; — . Si donc on mène 

eh hc oc 

d^ deux angles homologues de polygones semblables, 

det droites HE et ht qui coupent proportionnellement les 
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côtes BC et bc , elles feront des angles égaux avec ces 9^* 
côtés y et leur seront proportionnelles. La réciproque se 
démontre aisément. 

Maintenant, en considérant les polygones semblables 
ABHEF abhef, si les points G et ^ coupent les côtés FE 
ttfe^ proportionnellement la ligne GH jouira de la même 
propriété que HE. Donc , si dans deux polygones sembla- 
bles ABC... abc...., on mène deux droites GH et gk qui 
eoupent proportionnellement deux côtés ^ les longueurs G H 
et gh leur seront aussi proportionnelles ^ et feront des angles 
égaux avec FE et fe , ainsi qu*avec BC et bc. 

244* D^tin point quelconque pris dans Tintérieur du q5« 

polygone ABC,..,^ menons des lignes aux sommets ABC, 

prenons sur ces lignes OA^ 0B,„ des longueurs qui leur 

soient proportionnelles , c'est-à-dire , telles qu^on ait 

OA OB OC 
~ — ==■ JL= —^— !=:«,... Les triangles OAB oab. seront 

semblables, et AB parallèle à ab. £n raisonnant de m^me 
pour OBC, obcj etc. , on verra que les polygones ABC. 
abc, ont les côtés parallèles et proportionnels , et , par 
conséquent, soni semblables. 

De même sur les lignes OA Oa , si on prend des parties 
OK ok proportionnelles aux côtés AE ae; puis OF o/" pro- 
portionnelles à AB ab, etc. , les polygones KFG,... h/g,.,. 
seront semblables , comme formés de triangles OKI oki , 
OKF okf,.. , respectivement semblables. 

,, _ . , AB BC Cl) , 

2,Lb, Puisqu'on a — ;— sz= ♦ ■ ■ ■ t= - *■ =: le ^^% 

^ ab bc cd 9*'" 

théorème (70, 3\) donne 

^B + BC+CJ) + .,/ AB BC 
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ab'\-bc -\- cd-\' ... ab bc 

Ainsi les périmètres des polygones semblables sont entré 
eux comme leurs lignes homologues. 

I. x6 
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'96. En appliquant ceci aux polygones réguliers d^un même 

, , , jfBCD... AB 

nombre de cotes , on aura — = — r- , ou 

abcdm • • €ib 

n^ -rrr- , OU = ^ 9 parcc oue Ics triangles OBI Obi 
Ob Ui 

sont semblables, comme ayant les angles au centre égaux 

(235 ) ; ainsi, les périmètres des polygones réguliers sem^ 

hlahles^ sont entre eux comme les rayons des cercles inscrits 

et circonscrits, 

« 

gy. 246. Chaque côte AB â^un polygone régulier étant 
plus court que Parc ACB qu'il sous-tend, on voit que 
la circonférence rectifiée est plus longue que le . péri- 
mètre de tout polygone inscrit. De plus C étant le mi- 
lieu de l'arc BCA^ on a la corde AB <AC % CB ^ 
ce qui fait voir qu'en doublant le nombre des côtés 
d'un polygone inscrit , le périmètre approche -de plus en 
plus de la circonférence , sans cesser d'être plus petit 
qu'elle. 

D'un autre côté , l'arc CAL < CE 4. JBL (160) , 
donne de même le périmètre de tout polygone circons- 
crit plus grand que la circonférence ; la tangente AK 
c'bt le demi-côté du polygone circonscrit d'un nombre 
double de côtés ( 284 ) ; et comme la perpendiculaire 
KA est <KE^ on a AK + KC <EC, en doublant 
le nombre des côtés d'un polygone circonscrit, le péri- 
n>ôtre approche davantage de la longueur de la cîrcon-' 
fcjrence , sans cesser d'ctre plus grand qu'elle. 

P et p étant les périmètres de polygones réguliers 
semblables , l'un inscrit 9 l'autre circonscrit ; et R et r 
les rayons OC 01 des cercles inscrits, on a (245), 

~=^, d'où (73,1».) P-/»=^(A-r). Or iP 
diminue en s'approchant de la circonférGace LCB... , 
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ii est constant el R — r ou CI décroît in<]é(înîmenl , lors- 97. 
xju'oa double successivement les nombres de côtés dés 
polygones P et 77 , ( 2.0S ) : ce qui prouve que la dif- 
.férence P — p entre leurs périmètres approche autant 
qu^on veut de zéro , c.-à-d. , que ces périmètres ap« 
prochent indéfinimetit de la circonférence , qui est tou- 
jours comprise entre eux , sans jamais lui être rigoureu- 
sement égaux : donc la circonférence est la limite des 
polygones réguliers inscrits et circonscrits (167). 

247- Cela posé , désignons par C et c les circonfé-^ 96. 
Tences dont les rayons sont SO = R j^bO = r ; par 
P tX p deux polygones réguliers inscrits ABC.,,, abc,,., 
semblables , çnfîn par Z et r la différence entre chaque 
périmètre et la circonférence circonscrite , ou C^^PzzzZp 
c "^p •=£, On en tire 

Jtr JtL C"— «/ t^ \ r» n >-i IV 

— oa — s= ■ > dx>uAr — R£=zrC — rZ z 

p r c — X 

or Rc et rC restent constans , Z et z varient avec le 
nombre des côtés , et penvent devenir aussi petits qu'on 
voudra ; donc (167} 

RezszrC ou — = — = : 

c r ^r 

les circonférences sont entre elles comme leurs rayons ou 
comme leurs diamètres. On a aussi Éz •z^.rZ (167)» 
quels que soient les polygones. 

a4tf« G>ncevons nos circonférences rectifiées ; chacune 
contiendra son diamètre le même nombre de fois; si 

Q 

on connoissoit ce nombre «• ou — ^ 9 on auroit donc pour 

a/i 

la longueur de la circonférence 

C=:LmR\ 
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SP' il suffit donc de déterminer w ; nous trouverons bientôt 
(320,58i), celte quantité =3,14159265... Si on suppose 
jRz=^ ou /{= I, il vientw=Coux=î C; ît, ou le rapport 
de toute circonférence à son diamètre, est donc aussi la cir- 
conférence qui a Tunité pour diamètre, ou la demi-circon- 
£érence qui a Funité pour rayon. L^équation C -= slw R 
Mrt aussi à trouver le rayon d^une circonférence dont 

C 

la longueur est donnée j R z=z rs OfiSgiSS C 
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CHAPITRE II 



DES SURFACES. 



1. Des Aires des polygones et du Cercle, 

I 249* Une Aire est retendue comprise entre les lignes 

qui terminent une figure. \tt& aires Equivalentes sont celles 
qui sont dYgale étendue sans qu'elles puissent coïndider 
par la superposition. 

^. Deux rectangles AEFD aefd sont égaux lorsque leurs 
bases sont égales ainsi que leurs hauteurs, ou ADz=^ad 
et AE:=:ae. Mais si on .compare le parallélogramme 
ARCD^.3iu rectangle AEFD^ on les trouvera simplement 
équivalons, parce que le triangle AER:r:zDFC» 

Les parallélogrammes ARCD abcd^ qui ont des bases 
égales/et des hauteurs égales, sont donc équivalcns, puis- 
qu'ils équivalent aux rectangles égaux ADFE adfe. 

107. Soit un triangle ABC y menons CB et RB parallèles 
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à âB eC AC\ \ts deux triangles ACB JB CD, sont ëgaux ; ^07* 
ainsi , /ou/ triangle est la moitié d'tm parallélogramme de 
mime base et de même hauteur. De sorte que tous les 

triangles ACB^ AEB^ AFB qui ont même base AB 

et leurs sommets sur CF parallèle à AB sont égaux. 

a5o. Comparons maiaienant deux parallélogranames 
quelconques. 

1 *. Soient d'abord deux rectangles ABCD=R , ahcè=r , . 93^ 
dont les bases AB et ah sont égales : si les hauteurs Alh=J{ 
et aih=A sont commensiirables, il y aura une longueur ax 
contenue m fois dans tf et o fois dans A , et oi| aura (i56), 

Mm 

—- = — En menant par les points de division or x^ y y* „. 

des parallèles aux bases , les rectangles il et r seront par- 
tagësf Tua en nt, Tautre en n rectangles ég^ux, et on 

aura — = — : d*où — =--— . Ainsi les rectangles de 
r » r h 

même Base sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Si les haiHeurs sont incommensurables, partageons» de 

même AD en parties égales Ax' xy*-** et portons-les 

sur ad tn ax, xy.,., soit i le point de division. le plus 

▼obîn de J ^ en menant il pajrallèle à dc^ on aura ... 

«/ ûi r ^ dl * A .. id ^ 

TT = -flT' «« TT + 1".= F + -« • '^""^ •»"* 

r ft , 

encore -jg- = — , puisque dl et id sont aussi petite 

quW veut, el que r, Tî, hj //sont constans (167). 

z". Si les rectangle^ ABCD abcd ont en outre les bases loo^ 
iuégalesj ABz~By ah:=zb; on les portera l'un sur l'autre 
en faisant coïncider l'un de leurs angles droits, ce qui 
déterminera les rectangles AKz=zr et Aff^=R', Or, R* a 
mi'me hauteur ^Jque AKyti même base^^ que AC: oa 
a donc 
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ainsi les rectangles sont entre eux comme les produits de,s 
hases par les hauteurs, 

3°. Les mêmes théorèmes ont également lieu pour les 
parallélogrammes , puisqu'ils sont équivalens aux rec- 
tangles de même base et de ipéme hauteur. Donc les pa^. 
raÏÏilogramfnes sont entre eux comme les produits des- 
hases par les hauteurs. 
jQj^ 25 1. Mesurer une aire, c^est chercher le nombre de 
fois qu^elle contient une autre aire donnée. Prenons pour 
ynité de surface le rectangle ahcd^ pour mesurer le rec--. 

tangle ARCD\ puisque — c=— x -jr- j on portera la base 

ab sur AR^ afin de savoir combien Tune est contenue dans 
Fautre ; on en dira autant des hauteurs ad sur AD ; ensuite 
oh multipliera ces nombres de fois, c'est ainsi que dans 
notre figure 3x4 ^^ ^^ exprime que R contient la^ 
lois r. 
200. Comme les bases et les hauteurs pourroient ne pas se. 
contenir ''exactement, on dit plus généralement (pie la. 
mesure d'une aire ARCD est son rapport avec une autre 
abcd prise pour unité ; cette mesure est le produit du rap^ 

port — des bases par celui — des hauteun. Il en est de. 

même de tout parallélogramme. 
i»x. Si on prend pour unité d'aire le carré abcd dont le côte 
est Tunité linéaire, on a bz=h=i, d'où JÎ=jSf/. Ainsi^ 
l'aire d'un parallélogramme est le produit des nombres de 
Jois que Vunité linéaire est contenue dans sa base et dans 
sa hauteur: ce qu'on exprime d'une manière abrégée, 
quoiqu'incorrecte , en disant que Vaire d'un paralUlo^ 
gramme est le produit de sa base par sa hauteur. 
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La mesure de Paire ABCD du rectangle qui a ses côtés 85. 
rgaux est BC'*\ Faire du carre est donc la seconde puissance 
de son côté. C'est pour cela que les mots carré et seconde 
puissance sont synonymes. 

262. Tout ce qui a été dit précédemment du produit des 
lignes évaluées en nombres 9 doit se dire aussi des rec-. 
tangles qui ont les facteurs pour cotés. Par exemple, la, 
proposition, (226} peut s' énoncer ainsi : le carré, construit 
sur la tangente est égal au rectangle qui a pour base la 
sécante entière et pour hauteur sa partie extérieure : et 
^insi des autres. 

Le caractère essentiel des démonstrations géométriques 
est de réunir La rigueur du raisonnement à une clarté, 
comparable a celle des asdomes. On ne doit jamais y perdre , 
de vue les objets comparés : ainsi quoique ces théorèmes 
soient la conséquence des principes précédens, cependant 
comme celui des lignes proportionnelles n^cst pas le seul* 
qui ait servi, à les obtenir, nous donnerons ici une dé- 
monstration directe des deux propositions fondamentales ^ 
relatives au rapport des aires. Les autres en dérivent en-*, 
suite sans effort , ainsi qu'on peut s'en convaincre en les 
reprenant tour-â-tour. 

253. L Gmstruisons sur )a ligne AC::=zAB-\'BC les 102^ 
carrés AF et AI: ilesl visible que AI^AF+FI^EH-^-CF^ 
ou =Zi^F-f-/T-|-2 CF, parce que les rectangles Eli cl CF 
sont égaux , comme ayant AB pour base et BC pour 
l^uteur. Comme AF est le carré de AB ^ FI celui dq 
BC^ on retrouve ainsi la proposition (tf-f-A)*=fl'-f"^'"f"-^^- 
Seulement ici a et 6 sont des lignes et a]* 9 b*^ ab des 
aires. 

Pareillement AF = AI -|-, FI — aEI k cause de 102, 
BDzszBI'^FI et de EI=:BI : on retrouve donc aussi 

(^a—by=a^—zçb+b\ 
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Jo3, 254. II. Soit le triangle (juelcon<}ue ABC; formons lea 
carrés BF CE BG ; menons des angles B ti C les per- 
pendiculaires BK et CL sur les côtes opposés ; enfin , tirons 
CF et BE, Les triangles BAE CAF sont égaux ; car leur 
angle en A se compose de l'angle BAC augmenté de Pangle 
droit CAE ou BAF\ de plus les côtés adjaccns sont ceux 
des carrés BF CE : enfin le triangle BAE est moitié du 
rectangle lE (249) ; de même CAF est moitié de AL^ 
donc 1E=AL^ ou plutôt AL'=. CE ~^ CK, On auroît 
de même BL = BG — GO. 

Cela posé, 1°. si Tangle BCA est aigu les triangles 

Cf BC 
rectangles CjB/ COA sont semblables, et on a 777=7r^> 

d'où Reçt, CK'=-GO : ajoutant nos deux écjuations, nous 
trouverons AL-^BL ou BF=:CE-\'BG — 2 CK^ ce qui 
revient à c^=3'*-f-<2'* — 2,b x C/, comme précédemment (218), 

104. a». Si Tangle BCA est droit, Bl et AO se confondent 
avec BC et CA\ on a donc AL=EC^ BL^BG et 
ajoutant , FB=EC+BG ; ou h carré canstruii sur l'hy-- 
pothénuse égal à la somme des carrés construits sur les 
côtés de- r angle droit (*). 

Les rectangles AL et BF de même hauteur sont entre 



lo5. (*) Formons sur lc« côlcs ^C BC AB d« parallélogtammrs 
quelconques CE BG BF t tels qu'en prolongeant en Q les côté» 
de X^E et jBG, et menant OC, on ait OC ■= Dl \ on aura 
BF = CE 4- BG* En effet , leà parallélogrammes DAfl^ CAHOy 
sont égaux comme ayant des bases et des hauteurs égales \ par la même 
raison DAFL = DAfl, CE = CAUO ; donc CE = DAFL ; on 
aura de même BG =z BL* Donc BF = CE "4" BG^ 

104. Si \c triangle i?-r^C esJt reçtanglf; , et si BG CE BF sont de* 
carrés, ou \erra aisément que la proposition ci-dessus rentre daui^ 
Ce^lç dcruiièTC dont on a ainsi une autre démoastraliou^ 
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jr^ .n ^^ -/fil f 

eux confme AU et An : ainsi ■ __ = .-, ; on a encore lov 

ni' An 

BG BD CE ^D ^ 

'BF='BA''''BG='BD' ^" P^-opo^^^^^^ ^^- 
viennent à celles du n®. (217, a**, et 3**.) 

3". Enfin,sirangle5Cyf est obtus, la même construction ^®^* 
que pour le i". cas donne encore le triangle BÀE^^CAF^ 
d'où AKz=ALj ou AL:=CE-^CK : on trouvera de même 
BL=BG-\^CK ; ajoutant, il vient 5F=C£;+jBG+2 CA' 
ou c* = A» + ^* + ^^ X C/, comme n". 218. 

aSS. Lorsqu'un carré dont x est le c6të , est équivalent 
a un parallélogramme dont B et // sont la base et la 
hauteur, on a x^ = BH^ on voit donc que le côté du 
carré équUahnt à un parallélogramme est moyen propor^ 
tionnel entre sa base et sa hauteur, et qu'il est facile 
d'avoir la Quadrature de tout parallélogramme (222). 

256. L'aire du triangle est la moitié du produit de sa 107. 
base par sa hauteur, d'après ce qu'on a dit (249) ■ 

I**. Le carre équivalent à un triangle donné est a:^:rr;JB//^ 
ojna donc la quadrature de cette figure, en cherchant une 
moyenne proportionnelle entre la hauteur et la moitié de 
la base (222). 

2^. Les triangles ABF BFC qui ont même hauteur 11 a. 
sont entre eux comme leurs bases AF FC, Pour couper 
par une ligne BF un triangle ABC en deux parties, qui 
aient entre elles un rapport donné, il suffit de partager la 
base AC en deux segmens qui soient dans ce rapport. 

257. Soit un polygone ABDE menons AD et sa 108. 

parallèle BC qui rencontre en C le c6té ED prolongé; 
enfin, tirons AC, Le triangle ABl) peut être remplace 

par ACU qui lui est égal; ainsi, l'hexagone ABDEFQ 
çst c^uivalcnt au pentagone ACEFG. 



%o8.^ En appliquant de nouveau cette construction h ce 
pentagone, on le changera en un quadrilatère et enfin, 
en un triangle , et ensuite, si* on veut, en un carre. On 
sait donc réduira tout polygone à un triangle ou à un 
carré éqms^alent. 

^58. L^aire d'un polygone &H>btient en le déconiposant 
en triangles et cherchant Taire de chacun ; mais si le po- 
^7* lygone est régulier, comme yiBCD.,. ^ n étant l'un des 
côtés, on prendca n fois Taire AOB d'un des triangles au 
centre : de sorte que n x AB x ^ OG çst Vaîre du poly- 
gone, qui par conséquent égale son périmètre multiplié par 
le rayon du cercle inscrit , qu'on nomme aussi Apothème; 
25g. Soit le trapèze AHha ; menons AC parallèle à ah ; 
Sg. puis£^ par les milieux de AH et ah ; Ee sera parallèle à Hk. 
ct= { (Aa-^Hh) , (216,5*.). Or l'aire du parallélogramme 
Ah est le produit de sa hauteur par Ch ou Be : celle du 
triangle AHC est le produit de cette même hauteur par 
j lie ou EB\ ainsi, l'aire AHha est le produit de la hau- 
teur commune par Ee ou ^ {^Aa-^Hh). Donc Vaire du 
trapèze est le produit de sa hauteur par la moitié de la 
somme de ses bases parallèles, ou par la ligne menée à 
distance égale de chacune. 
8-. 260. L'aire du trapèze ABba.:=i\ Gg x (^AB^ab) ; en 
multipliant AB et ab par le nombre des côtés des poly- 
gones réguliers ABCD..„àbcd.,.,, on obtient leurs péri- 
mètres P et ^ : ainsi , la différence de leurs aires est 
=^î ^^(-P+rt* Comme Gg tend sans cesse vers zéro, 
lorsqu'on fait croître le nombre àes côtés, et que P et p 
approchent de plus en plus de la circonférence, cette 
différence peut être rendue aussi petite qu'on veut. Ainsi, 
l*aire du cercle est la limite des aires des polygones réguliers 
inscrits, et circonscrits (167). 

Cela pose , soient C l'aire d'un cercle de rayon il. 



Aire du ce]\(àb. j9« 

#rexcè$ de Taire du polygone circonscrit sur celle da cercle, 87. 
p la circonférence, et /S sa dîfTërence ^vec le pcrîmètfe 
du polygone, l'aire de ce polygone ou C-)^«, est (288) 
donc =^i{(/y-^), comme tes variables « et /S décroissent 
indéGniment ('^), qa comparera les termes constans (167)^ 
et on atira 

Cercle C={pR=9R^. 

à cause (^4^) de ^ =:: 2 sr j(1. Donc Vaîr^ du cercle est le. 
produit de la moitié du rayon par la circonférence , ou du 
carré du rayon par le rapport du diamètre à la circon-^, 
férence. Lorsque Tairç C du cercle est donnée, le rayon 

R = j/— =.- 0,66419 X V/C. 

Un rectangle qui a pour base I9 denîr- circonférence, 
rectifiée et pour hauteur le rayon , est égal au cercle ; on a 
ainsi la solution approchée du fameux problème de la 
quadrature du oerole* Ponr 1« résoudre ^ rigoureusement, 
^hose à «-peu-prcs inutile , il faudroit trouver la valeur 
exacte de v. 

36 1 . Quant à Taire du Secteur AOBl, comme on a (1 68) j q^.^ 

— 7777- = — 77-, le quart de cercle AODi^=i^ * /i^ et 
JID = iwRj on trouve AOBI=\Rx AIB\ Taire du 

-^^ ■ " ■ ■ ■ ■ - - — 

(*) Observons qu^on auroit été conduit au même résultat , si , 
isiiftoiluant d^uoe manière analogue , ituiis inexacte , on eût négligé 
les termes « et ;? , qui doirent disparoltre pnsuiie : c^cst oe qui 
arrive dans la méthode des infiniment petits , où on contidcre \^ 
ârcouféranoe comme un foljr^ne régulier d^aoe infinité de c6cr«} 
car alors C est Taire et /i le périui2:tre de ço polygone , et ou 
trouve C ^ l pli. Ce procé Je pourn>it donc être regardé comme 
parCiitement rigoureux ù on s^aMuroit à /triori que Iv* termes iiii:>\ 
négligés sont indéfiniment ]>et ta. G>nsullez , à ce siij.'t , 1rs Ac- 
f!^xio:is sur la mctuphj siqiie Jn cal ul i.'t/itiitcsi/irai^ par 0«ri.'-^ 
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109. secteur est donc le produit de la moitié du rçyon par la 
longueur de Varc; longueur connue , puisqu^on suppose 
donne le rapport de Tare à la ciri!onférence : si n est le 
nombre de fois que Tare AIB est. cont^u dans la cir-* 

conférence, on a AIBz= , d'où AOBI 



n n 

L'aire du segment ALBl est égale à celle du secteur 
moins le triangle AOBL. 
14^. Aux arcs semblables et concentriques ABD ahd cir- 
conscrivons des portions de polygones réguliers ; le système 
de ces trapèzes formera une aire dont la limite sera 
ABDabd. 11 est aisé d'en conclure que Paire ABDabd 
comprise entre deux arcs concentriques, est égale au pro^ 
dûit de la distance An entre ces arcs , multipliée par 
la moitié de leur somme, ou par Tare a'b'd* décrit à 
distance égale de l'un et de l'autre (^59). 

2. Comparaison des Surfaces, 

iio. ^6^' Comparons les aires des polygones semblables. 

I. Soient, deux triangles ABC abc \ leur similitude 

• AB * AC 

donne — -r- = : mais les perpendiculaires BD et 

ab ac *. *. 

A 

,bd forment les triangles semblables ÀBJ) ahd \ d'où 

AB BD , AC BD ^ 

— T- g=r : donc >=: — -.^ , (ce qui est con- 

ab bd ac bd 

forme au théorème ^43). Multipliant les deux membres 

BD ACy.BD BD' AB' 

par -r-Tj on trouve que —-— =:---r-= — ; — =r... 

^ bd ^ acxbd bd' ab"^ 

Donc les aires des triangles semblables sont entre, elles 

comme les carrés de leurs lignes homologues , puisque* 

ABC = iAC y, BD et abcT=^ ac x bd. 

g3. II. Soient deux polygones semblables ABCD...,abcd...^ 

(240 ; la similitude des triangles ABC abc donne ^ «. 
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T AB- 2 ^ T" AO An- 

-—. = _- — : on a de même — = =: 

t ab* t' ac* ab* 


', etc.; 


réunissant ces rapports égaux , il vient 




J* rp Jït 




•^— ,- -^ „ ^— • • • 




d'où (73, 3-.) ''+':+'!••• =i:, 




ABCD... AB^ 





abcd..m €ib'^ 

Les aires des polygones semblables sont entre elles comme 
les carrés de leurs lignes homologues, 

263. Concluons de là que i*. si on construit trois polygones 
MN et P semblables, dont les côtés homologues soient ceux 

jt • 1 , >»^ MNP 

d un triangle rectangle ABC^ on aura --^ = -^ = -— , 

M Nm P 

M= N -^ P. Cette proposition étend celle du carré de 
Thypothénuse (254^ 29.), à tous les polygones semblables ; 
de sorte qu^on peut aisément construire une figure égale 
à la difîérence de deux autres , on à leur somme ou à 
la somme de tant d^autres qu^on voudra , pourvu qu'elTes 
soient toutes semblables. 

2^ Les aires des polygones réguliers d'un même nombre 
de côtés sont comme les carrés des rayons des cercles ins- 
crits et circonscrits. 

3*. Soient deux cercles C et c , il cl r leurs rayons', 
m et fi les excès des aires des polygones inscrits sur celles des 
cercles C j c\ C — « c — 'fi seront les aires des polygones ; 

dott — — j- = -~, pu» (167) - = — . 

Cela résuUeroit aussi de ce que C=;r/2*f pssyr*, d'où 



93. 



III. 
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C II* (^2 M) 



aonc tes cercles sont entre eux commes les carres de leurs 
rayons ou de leurs diamètres, 

4^. Le cercle qui a pour diamètre Thypothénuse d'un 
triangle rectangle est donc égal à .la somme de ceux qui 
ont pour diamètres les côtés de Tangle 4roit ; de sorte 
quMl est facile de former un cercle égal à la somme oU 
à la différence de tant de cercles qu'on voudra. 
110. 264- Soient ABC abc àtu% triangles qui ont un angle 
égal A-^ria^ les perpendiculaires BD bd sur leurs bases 

donnent (a5oj « — i — = — r-z : or les tnan^les 

^ ^^ abc bdx ac ^ 

semblables ABD abd donnent ■ , , = — -- : donc . . 

ùd ab 

ABC ABxAC .. . ^ . , 

> Ainsi deux tnangfes qui ont un 



abc ab x ac 

angle égal sont entre eux comme les rectangles des côtés 
qui comprennent cet angle. On peut , à Taide de ce 
théorème , résoudre les questions suivantes. 
112. I. Diviser un triangle ABC en trois parties égales t 
par des droites BF FE qui se joignent en un point 
donné l^sur la base AC. Divisons-la en trois également aux 
points // et J ; comme le triangle CBl est le tiers de 
CBA (256) , Taire inconnue CDF = CBl : or on a 

^ = 4^rr-7T-' donc CDxCF^CB^CI ou 
LUI CB X Cl 

CD CI 

j ce qui prouve (212) que DI est parallèle 



CB CF 

à. BF ; et que , par conséquent , il faut mener BF^ puis 
ses parallèles HE DI , et enfin. Z>F FE. 
ii3^ 11. La même construction sert à diviser Faire ABC 
en 4? ^1 •••• parties égales par des lignes FE FE' FD' FD; 
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il faut couper la base AB en autant de parties égales. ii3. 
Ce genre de problème 4rouve son application lorsqu'on 
veut diviser Théritage ABC en parts égales par des sen- 
tiers qui aboutissent à un puits commun. Consultez le ' 
Traité de Topographie de Puissant, p. igg. 

III. Former un triangle J^/K' équivalent au triangle ABC^ 1 14- 
qui ait sa base i^/ donnée ainsi que la ligne NK qui contient 
le sommet K, Soit GEH=ABC ; prenons AF=zGH et 1)E 
parallèle à AH y D étant sur le prolongement àcAB; 
le triangle ADF=s:EGH^ (a56). Si donc on connois- 
soit un point F, tel que triangle ADF fût = ABC, on 
prendroit GH = AF et GEII seroit = ABC, Or , on a 

ABC _ AB X AC 
ADF ~ AD X AF' 
d'où AB X AC=AD x'AFi 

ainsi BF tst parallèle k DC (212). 

En transformant .de même le triangle EGH en un 
autre EIL équivalent , qui auroit un de ses sommets en 
/, on auroit changé le triangle ABC en E!L , le côté 
Et et Tangle lEL étant donnés. EnGn, LK parallèle 
à El coupe la droite donnée NK au point K , et le 
triangle EIK a ton sommet K sur une ligne NK don- 
née de position , ainsi que sa base EL On ponrroit 
déterminer le point. /IT en se donnant la longueur -IfiT ^ 
ou Fangle K (2o8,V) ou toute autre autre condition. 

3. Des Plans et des Angles dièdres, 

^65. De la définition du Plan (i54) ^ il suit que 
I*. le plan est une^surface indéfinie en longueur et largeur. 

2*. Trois points ou ^ deux droites qui se croisent sont 
toujours dans un mime plan , dont elles déterniinent la 
position. En effet , on peut visiblement concevoir une 
infinité de plans qui passent par Tune des droites données , 
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^'4- ou par la ligne qui joint Jeux des points donnés; puisqu^on 
peut faire tourner Fun de ces plans autour de celte ligne, 
comme sur une charnière. Mais ce plan s^arrétera dans 
son mouvement , si on fixe hors de la ligne un point par 
lequel il doive passer. 

3°. Un triangle est toujoufô dans un plan. 
N 4°* ^cux parallèles déterminent un plan. 

5°. Deux plans ne peuvent, sans se confondre, avoir 
trois points communs non en ligne droite : ainsi rin-^ 
iersection de deux plans est une droite, 

ii5. 266. Faisons tourner Pangle droit PAB autour de 
ytBj jusqu'à ce que AP fasse avec une troisième ligne 
AC un angle droit PAC , on dit alors que AP est per- 
pendiculaire au plan des deux droites AB AC, 

Soit menée une ligne quelconque AI dans ce plan 
ABC; évaluons l'angle PAL Pour cela , joignons les 
trois points P C B quelconques , mais tels néanmoins que 
AB =z BC. Les lignes PB PC seront égales , à cause du 
triangle PAC = PAB. 

Les lignes PO AO, menées au milieu O de la base 
BC des triangles isoscèles PBC ABC sont perpendicu- 
laires sur cette base (201,3".); les firiangles rectangles 
PCO ACO PAC donnent 

P0^=PO—C0% AC^=iCO+AO-, PO^iAP'+AO; 

m 

en ajoutant , il vient PO* = AP* -f- AO* ; ce qui prouve 
que le triangle APO est rectangle. 

Les triangles rectangles POI AOI APO donnent 

PI- =P0^+ OI^s AO'=zAP— 01% PO- = AP^ -YAO- ; 

ajoutant , on trouve PP = Ah + AP^ ; ainsi l'angle PAl 
est droit. 

On conclut de là que, i®. 51 Une droite AP est perpen- 
iiculairt à deux autres AB AC qui se croisent en A ^ 
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^Jh le Sera aussi i toute ligne AI, tracée' par ce point zt5* 
dans le plan BAC des deux dernières, 

s?. Soit une droite BC dans un plan , auquel la ligne 
AP est perpendiculaire ; si du pied A de celle-ci , on 
ftbaisse AO perpendiculaire sur BC, et qu^on joigne le 
point O à un point quelconque P de AP, la ligne 
PO , et par conséquent le plan PAO , seront perpendi- 
culaires sur BC, Il suffit pour s'en convaincre de prendre 
0C= OB, de mener AC et AB , et de reprendre la 
démonstration ci-Klessus. 

3**. Les obliques PC PB qui s'écartent également de 
la perpendiculaire sont égales. Cela résulte des triangles 
égaux PAC PAB. 

4**. Si on fait tourner nn triangle PAB , rectangle. 1 16. 
en ^ , autour du côté AP , la ligne AB décrira le 

plan MN perpendiculaire à AP; Tes pieds BE CD 

des obliques égales PB PE seront sur une circonfé-* 

rence dont le centre est au point A, 

Pour abaisser d'un point P hors d'un plan MN une 
perpendiculaire sur ce plan, on marquera trois point» 
de Ke plan à égale distance de P ; le centre du cercle 
décrit par ces trois points ^ sera le pied A de la perpen-* 
diculaire. 

5*. D * un point \ ou P, pris sur un. plan ou hors d'un ii5. 
plan BAC , on ne peut mener qu*une seule pefpendiculaire 
à ce plan ; cette ligne AP est la plus courte distance du 
point au plan ; les obliques qui s* écartent le plus , sont les 
plus longues. Cela résulte de ce qu'on peut ramener 
ces diverses lignes à être situées dans un n)ême plan (176). 

6*. Par un point j bn peut toujours mener un plan nG. 
perpendiculaire à une droite , et on n*en peut mener qu'Hun 
seul ; car de ce point abaissons une perpendiculaire CA ^ 
sur cette ligne AP; en faisant tourner Tanglc droit PAC 
1. 17 



ti6. autour de AP"^ on décrira le plan MN p^rpendiculairt 
à la ligne AP. 

^jm^ 7<*. Deux plans M^ inn perpendiculaires à une mime 
droite AP ne peuvent se renconUrer ; car Vils n'étoieat 
pas paràllffies , en joignant un point quelconque O dl 
leur ligne d^intersection avec les pieds A et P, les lignes 
AD PO steroûnt deux {i^rpei^diculairca abaissées d^un point 
O sur ia même ligne AP, 

ii8. 267. Sqient deux lignes AP BQ parallMes, menons 
le plan MN perpendiculaire à Tune dMles AP^ il le 
sera aussi à l'autre SQ. £n effet , traçons dans le plan 
ACDB des deux parallèles .une sécante quelconque CB ; 
la droite BE ^ menée dans le plan MN perpendiculaire 
à rintersection AB de ces deux plans, le sera aussi sur 
CB (a66, 2*.) Y sur le plan ABC^ et par conséquent sur 
DB , ( i^ ). De plus , l'angle droit CAB est = DBA^ 
(18:2, 1^) Donc BD perpendiculaire sur AB et BE ^ 
Test au plan MN, 

Réciproquement, deux droites AP et BQ perpendi- 
cnlaires au même plan MN sont parallèles entre t\\ts\ 
car sans cela , on pourroit mener par 1^ , point A ^ tine 
parallèle à BD , autre que AC ; cette parallèle seroit , 
ainsi que AC perpendiculaire sur MN , ce qui est ab* 
surdc (266, 5^.) 

Donc deux lignes ^ et ^ parallèles à une troisième 
C sont parallèles entre çlles ; car en inenant un plan per- 
pendiculaire à C, il te seroit aus$i à ses paralljèles A et 
B^ en vertu de notre proposition : il suit de ^ réci- 
proque que A ^i B sont parallèles. 

1,-^ a68. Les intersections Kl H de deux plans parallUes 
MN rnn par un même plan Ki sont parallèles ; car d*une 

^ part elles sont dans un même plan , et de Tautre elles 
ne peuvent se rencontrer. 
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Some, f*. /tf ligne \.¥ perpêndiatimre mi phm'H^j nj, 
test aussi à fottt mitre plam paraiUie y car en xnenmt 
par APnn plan qoekonque BCcb , les îmersectîoas BC ic 
étant parallèles, Tangle hPjt «si (iroit. Atmî j4P est 
perpendiculaire à toale ligne be^ tracée par ie point P 
èaans le plan wm^ 

3*. Si les plans MU mn so^t parallèles , ainsi cjue 
les li^es U Kk , le pkn àe ces lignes donna les parais 
ièles IK ift , ainsi la figure A est on parallélogramrot, 
i^ok li = Skk. Donc hs parmllèles inîereeptées entre 4es 
plans parallèles sent égales. * 

Donc deux plans parydtèles sont partout à igede dis-» 
ianee l'un de Vautre. 

269. Si la droite Ce est parallèle à la ligne Aa, elle <^9< 
Têst aussi à tout plan Ab jui passe par Aa : puisque Ce 
étant entièrement comprise dans le plan j4e des detix pa- 
rallèles , si efle pontoit rencontrer Ah , ce ne seroit que 
dans Fun des points de Aa: 

Etant données deux droites ab Ce non parallèles , et 
qui ne se coupent pas , on peut toujours faire passer 
par Tune un plan parallèle à Tantre, et on n^en peut 
mener qu'un seul ; car , par un point quelconque a on 
b, menons a A ou bB parallèle a eC, le plan Ab sera 
celui qu'on demande. 

270. L^incllnalson de deux plans Ab Ac qui se coupent, i ig. 
ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont écartés 

Vun de Tautre, est ce qu^on appelle un angle Dièdre 
( à deux Tares). Nous le désignerons par baAc^ m met-* 
tant les lettres a A qui marquent rîntersection, entre celles 
h e qui se rapportent aux facts. 

Prenons sur rintersecttou des plans , deux points 
arbitraires A a , menons deux plans quelconques pa-* 
rallèles bçc BAC^ et comparons entre tut les anglti 
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119. bac BAC qui résultent de ces sections. Prenons sur Ici 
parallèles ab et AB^ ac et AC des parties égales, àb = AB^ 
ac r=z AC \ menons Ce Bb cb et CB. La figure Ab sera 
uu parallélogramme (200), d'où Bb égale et parallèle 
à Aa : de même la figure Ac donne Ce égale et pa- 
rallèle à Aa, Ainsi , Bb est égale et parallèle a Ce , et 
)a figure Cb est un parallélogramme. On en conclut 
CB =r cb j et par conséquent le trianglt bac =^y#<C ^ 
et enfin , Fangle bac ?= BAC. Donc les angles recti^ 
lignes qui résultent de Fintersection éPun angle dièdre par 
des plans parallèles quelconques sont égaux» 

Concluons de là que, 1°. si, les deux angles hsicl&AC 
ont les côtés parallèles ^ ab à AB , ac À AC , les plans 
bac BAC de ces angles sont parallèles ; car si cela n^étoit 
pas, on pourroit imaginer un plan DAE ^ autre que 
BAC y parallèle à bac ; les intersections AD AE de ces 
plans , par les faces Ac Ab , seroient parallèles à ac 
ab , ainsi que AC et AB ; ce qui est absurde. 

2!*. Si ces angles bac BAC ont Vouverture dirigée dans 
le même sens , ils sont égaux, 

3". Les triangles bac BAC qui joignent les extrémités 
de trois droites parallèles dans l'espace , sont égaux ; les 
plans de ces triangles sont parallèles. 
120. iyi* Soient deux atigles dièdces BAPC bapc , coupés 
par des plans BAC bac perpendiculaires à leurs arêtes 
AP ap ; les angles dièdres sont dans le même rapport 
que les angles recfi lignes BAC hac ^Jormés par des per- 
pendiculaires menées dans chaque face , en un, point de 
leur arête. 

En effet, !•. en quelque point de Tarete AP que 
la section perpendiculaire sôit faite , l'angle BaC sera 
le même (270). 
a"*. 51 les angles BAC bac sont égaux ^ les angles 
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cBcdres le sqnt aus&î , puîsquUls coïncident en appliquant ^^^* 
Pun sur Tautre les angles BAXJ bac. 

3**. Si BAC et bac ont une commune mesure CAx , 
en la portant sur CAB et ^ad autant de fois qu'elle, 
peut y être contenue , et menant des plans par les 
lignes de division Ax Ax'.,. et les arêtes AP ap,^ chaqae 
angle dièdre contiendra l'angle dièdre CAPx , autant de 
fois que CAx est contenue dans CAB et cab. D'où il- 
suit que le^ angles dièdres sont entre eux dans le rap- 
port de CAB à cab. 

4*. Si les angles CAB cab sont incommensurables , 
on prouvera aisément (comme i68 a"*.) que cette pro- 
portion a encore lieu. 

Concluons donc, qu'un angle dièdre a pour mesure 
T angle, rectiligne qui résulte de T intersection de cet angle 
dièdre , par un plein perpendiculaire à son arête : de sorte 
qu'en dernière analyse, les arc§ de cercle servent aussi do 
mesure aux apgles dièdres. 

Dans la rencontre des plai^ entre eux, on trouve 
les mêmes théorèmes que pour celle des lignes. Ainsi, 
les angles adjacens de deux plans qui se coupent valent 
deux droits , et leurs angles opposés au sommet sont 
égaux. Deux plans parallèles, coupés par un plan se- 
cant, forment les .angles correspondaqs , alternes internes^ 
alternes externes , égaux ;. et réciproquement*, etc.... 

272. Les plans sont dits perpendiculaires , lorsque leur 
angle dièdre est mesuré par un angle droit. 

La droite AB étant perpendiculaire au plan M N, tout plan * ^ ' ♦ 
PQ qui passe par cette ligne , est perpendiculaire à MN, 
car en menant, dans le plap iV/iY, la droite AC per- 
pendiculaire sur AP^ Ibngle BAC est droit (271). 

Donc , 1*. par une droite telle que PQ o« Ai) , on ne peut '^^' 
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X12. * mener qu^tm ittd pian perpéndicufmr& à MN ; <e pbii' 

est déterminé par une perpendiciiiMre AP à MN, 

a®. La Projection A d'un point P sur on pian MiV , 
est \a pied dke la» p6rp«Ddic|ilaire .^P abaisséa du point P 
sur ce plao^ 

La proîectkm d^one ligne est la suite des pieds de 
tente» les perpendiculaires abaissées des divers points de 
la ligne sur le plan. Si cette ligne est droite, telle que 
PQ y le système de toutes ces perpendiculaires formera 
un plan PABQj perpendiculaire à MN : Tiniersectioa 
yJB de ces deux plans , est la protection de la ligne PQ ; 
projection <]ui est. une droite déterminée par celles A et 
B de deux points P et (>. ^ 

L^angle qu^une ligne droite fait avec sa projection sur 
un plan , est ce qu'on appelle Tinclifialson Je la droite 
sur le plan. 

1x5. Les lignes ASj AÔ ^ sont les projections 'sur fe 

plan BAC des droites PB PO..., y ^t les angles qu'elles 
forment avec ce plan sont PBA ^'POA....* 
i33. 3°. Lorsque trois dtohes Au AD AÊ sont pefpertdtco— 

laires entre elles , chacune Test au plan des deux autres. 
xax. 2Lj3. Si les pians FQ et BfN' sont perpenéSêuIaires entré 
euxj et qu'on mène dans Tim PQ , ta perpenâieulùire AB 
sur leur intersection FR, eite lé sera à rautre- MN; car 
si on mené dans \€ plan MN ^ AC perpendiculaire sur 
PR , l'angle BAC , qui mesure cdaî des plans , stttar 
droit : ainsi , AB sera perpetiâicvkiire sarPA et sur AC^ 
(266). 

Réciproquement si les plans PQ et MN sont perpen-» 
diculaires , et que ^ par un point A de leor intersec-' 
tion PR , on élève la per^ndicalairi! AB sur le plaa 
MN y elle sera dans le plan PQ\ car si elle n'y étoit 
paS) en menant , d^ms et plan PQ , une perpendkuli^e 
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1 PA en ^ , elle s^oît oife seconde p«irpitr£cûlairé éa liix 
ce point au plan MN, 

Donc, si deux pliais PQ RS sdni p^tfrfieYKiieitlafi^eâ ^ isâ^ 
^n troisième AflV , leur intersection AB fssi j^erpèndku- 
laire à MN ; car si par le point A , on veut éievef 
une perpcfndiculaire à ce plâm MN, eHe doit èire sitdëe 
À la fois dans les deux plans PQ et RS: 

174. i'aur ironver lar ptds courte' dlstaMciï éritre deut: uj^ 
droites ab et AC non paraHëles , et (|di ne se coupent 
pas, od fera passer par d& un plan ^itr p:airaIIMe à AC ^ 
et par AC un plan JÎ^C parallèle à d^ (269). Li 
pla$ courte distance cherchée s^a visftlétfient' celle de 
ces deux plans parallèles bac BAC^{si6&j d^,'). Fâf ^, 
en mènerjT un plan Ab perpendiculzfire at^ p!i^ BAC\ 
rtntefsectîon *BA coupera AC en tfn point 'A : enfin ^ 
Aa perpendîculatre sur le plan BAC sera laf ligne cher- 
chée. Donc la plus courte distance de d^ux dr»îtesj est une 
Kgfle perpendiculaire à Vune et à Vautré. 

275. Soient deux droites quelconques AB CD coupées ia4« 
en AEB CGD par trois plans parallèles MN PQ RS ;^ 
menons AD y et joignons les points BD EFG AC\ EP 
sera parallèle à BD (268) , ainsi que AC à FG. On aura 
. AE AF ^ ^ AF CG .^, ^ 

^'^'eB"="fd ^™^P*^^î *^ ÏÏ> = ^ ^ ^^^^ ' 

» 

AE ■ CG 
d'où -jr^ = ^7—. Ainsi , deux dh)ités sùfit coupées été 

parties proportionnelles par trois plans parallèles. 

4. lies Angles polyèdres, 

376. Lorsque divers plans ont pour intersections sqc« i^S* 
lessives, deux à deux, des dit>ites SA SB SC... qui 
se réunissent en un même point i^, Fespace indéfini 



s64 GÉOMÉTRIE. 

ij&5. r£n fermé entre ces plans est ce qu'09 nomme Angle po* 
lyèdre ou AngU solide. Chacun des angles ASB BSC.,^ 
qui le composent 'sont des Angles plans. 

£t si cet espace est limité par un plan ABCDE 1& 
corps S ABCDE s^appelle uiie Pyramide i 

Si le polygone ABCDE qui sert de base à une pyra- 
mide est régulier, et de plus si la perpendiculaire SU 
' abaissée du sommet S, p^sse par ^e centre du polygoi^e, 
la pyramide est dite régulière. 

Du reste, on distingue Les pyramides , ainsi que les. 
angles polyèdres par le nombre des faces qui composent 
Vangle S : un angle Triè^ a trois faces, un angle 
Hexaèdre en a 6, etç^ 
120. 277. Cela posé, coupons un angle polyèdre S par deux 
plans parallèles ABC. abc, les lignes ab ^x. AB seront 
parallèles , ainsi que BC et bc;,„, on aura donc 

SA SB AB SB se BC 



? ~'?r"= ~Fr"=-7— / «*c- 



Sa Sb ab Sb Se bc 

et comme ces proportions s^encbaînent par un rapport 

SA SB se 
commun, on tronve — — =----: = --— =. .. de. sorte. 

oû 00 ôc 

que tant de lignes qu'on voudra qui partent d'un même 

poin0Si sont coupées en parties proportionnelles par deux 

plans paralliles : ou une pyramide a ses arêtes coupées 

proportionnellement par tout plan parallèle 4 sa base^^ 

La réciproque se démontre aisément. 

c r. ' ^^ ^^ ^^ 

278. On a aussi — —-=-- — =:= — --=... et comme 
' aà oc çd , 

d'ailltMUT les ciUés des polygones ABC, 'abc. étant pa- 

rallèL' . h>y. angles Aa^ B b; sont égaux (270), on en 

conclut q t' (cn polygones sont semblables. Ainsi, le poly- 
gone qui résulte de l intersection d'une pyramide par un 
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pîan parallèle à sa base est semùlable à cette base : ces i^Sv 
polygones sont entre eux comme les carrés des distances au 
sommet, car, en mettant la perpendiculaire SU sur APC...^ 

çlle coupera abc,,,, en A, et on aura — ; — = — ; — 7 

• *^ . ab^ abcd,,. 

^ ^ ^ , AB SA sn . 

(2.b'2^ ; mais — r— = — t^ — = ■ -, ■ j cionc . . . 
'^ ab Sa Sn 

379. Soit un angle triî'dre 5, et ESC le plus grand laG:^ 
«le ses angles plans ; prenons dans cette face , Tangle 
DSE = FSE , puis deux parties quelconques SD r= SC i 
«nfin j menons par C et D. un plan arbitraire: Les trian- 
gles DSB CSB visiblement 'égaux, donnent BD.=BC^ 
et comme BA^BC-^-CAy on en tire AI)<CAC. Ainsi, 
les triangles ASC ASD ont l'angle ASD^ASC (199)1 
et par conséquent Tangle BSA<^ BSC^CSA. Donc dans 
tout angle trièdre l'un des angles plans est toujours plus 
petit que la somma des deux autres, 

280. Coupons Fangle polyèdre S ^ar un plan quel-t 12& 
conque ABCDE ^ et des angles de cette base menons 
les ligues (XA OB 0C.,„ à un point intérieur et ar«4 
bitraire : elle aura autant de triangles qu'il y en a pour 
former Fangle i^, et la somme des angles de ces divers, 
triangles sera de part et d'aut|e la aiéme. 

Cela posé , on a Fangle plan ABC •< ABS -^ SBC : oa 
en doit dire autant des autres angles trièdres C D.,. ; d'où 
il suit que la somme des angles du polygone ABC.,,, est 
plus petite que la somme des angles à la base flans les 
triangles SylB SBC,.,, Donc la somme des angles plans 
en S est, pouf compenser, plus petite que la somnie^ 
des angles en 0. Ce qui prouve qu'un angle polyèdre. 
a la somme des angles plans qui le composent, plus petite 
que quatre droiti. 

On ne peut donc former avec des polygones réguliers 
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' égaux plus de anf polyèdres ; car i^. clha<{tie angle de 
rkexagone régulier valant ^ d'un droit (235) , ou ^ D^ 
trois de ces angles font ^D^^ et œ peuvent être employés 
à former un angle polyèdre. A plus forte raison, ne pour- 
roît-on pas employer quatre hexagones réguliers, o« des 
heptagones, des octogones réguliers, etc. 

2°. On ne peut, avec 4 9 &••• pentagones réguliers ^ 
composer un angle polyèdre, non plus qn^avec 4, 5.... 
carrés , ou &, 7.... triangles éqnilatéraux ; car chacun 
% des angles vaut respectivement |/), iD, f D. 

3®. Ainsi , le corps dont il s'agit ife peut avoir ses 
angles polyèdvs^ formés, que de trois pentagones réguliers ; 
trois carrés; 5, 4 OQ 3 'triangles. (Voyez la Géom. de 
Legendre, app. aux livres VI et Vil : on y démontre 
qu'on peut en effet former ainsi les polyèdres réguliers 

à 12, 6 , 20 , 8 et 4 faces ). ^ 

126. 281. Soient deux angles trièdres S ei'S formés d'angles 
fiftffis égaux ESF^esf, FSOssz/sg, ESG = esg. Si on 
mène les plans BAC hoc perpendiculaires aux arâtes égales 
SB et j3 , • on aura visiblement les triangles rectangles 
éçiux SBC=sbc et SBA=sàa ; d'où SC = sCr SAt=: sa ; 
donc le triangle SCA = ses , et par suite le triangle 
BAC=bac, Ainsi l'anghï ABC^mkc ou plnt6t l'angle dièdre 
ABSC:=ahsc, Il en est de même des deux autres angles 
dièdres; d'où il suit que deux angles trièdresjormés d'angles 
plans respectivement égaux ^ ont les angles dièdres égaux, 
126. i^. Si les angles plans égaux sont disposés dans le 
mérhe ordre comme fig. 126, en appliquant la face as^ 
sur son égale ASB^ sbo se placera sur SBC^ se sur SC 
et bca sur BCA : ainsi les corps coïncideront. 
J27. 2*. Mais si les angles plans égaux ne sont pas disposés 
dans le même ordre, comme si ASB^A'S'B'^4SC=A'S'C* 
et BSC=zB'S'Of alors les angles dièdres sont encore 
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égaux, mais ils ne peuvent plus coïncider. Pour appliquer 127. 
le triangle ABC sur son égal A'B'C , il faut renverser 
le corps SACB^ placer BC sur B'C , AB sur A'B' et 
AC sur A'C \ Fun des corps se trouve situé en dessus 129. 
de la base ABC , Fautre est en dessous. Les corps sont 
alors Symétrique^ (voyez n"*. 3oo) car les perpendiculaires 
SB S^B sur le plan de la base sont égales. 

3^. Il est visible qu^on pourra encore faire coïncider les 126. 
angles trièdres S tt s^ s'ils ont un angle dièdre égal formé 
par deux angles plans égaux et semblablement placés. 

4*. Si les angles polyèdres S et S' sont formés d'sngles laS* 
dièdres égaux et d'angles plans égaux , chacun à chacun , 
et disposés dans le même ordre, ib seront égaux. Car 
menons des plans par Tune des arêtes SB et par tdutes 
les autres ; ils formeront les angles trièdres eSab eSbd.,.., 
opérons de même sur 1^ : Tangle trièdre eSab:=zE'S'A'B'^ 
donne l'angle plan eSb = E'S'B' , et l'angle dièdre 
aeSb^ziA'E'S'B' : mais , par supposition, l'angle dièdre 
aeSd=A'E'S^D'', retranchant, \iy\tnx beSd=iB'E'S^D'. 
Donc l'angle dièbre beSd=z B'E'S^D: et ainsi des autres. 

5. Sur/aces des corps, 

282. On nomme Prisme le corps engendré par le mou- i3i. 
vement d'une droite Aa^ qui se meut parallèlement, son 
extrémité A décrivant un polygone quelconque ABCDE^ 
et sa longueur restant la même. Si V Arête Aa est perpen- 
diculaire au plan de la Base ABC... on dit que le prisme 
est Droit, 

Comme Aa est égale et parallèle k Bbj Ba est un pa- 
rallélogramme (200) ; il en est de même de C^,.... donc 
toutes les faces latérales d*un prisme sont des parallélo^ 
grammes. Une partie quelconque Aa' de l'arête Aa 
engendre aussi des parallélogrammes Ba^ Cb^... de sorte 
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i3i. que le polygone a! Vif décrit par le point c^ , ayam 

ses côtés égaux et parallèles à la base ABC,.,, ces poly- 
gones sont égaux, et leurs plans sont parallèles (270,8**.). 
Donc toMe section faite dans un prisme par un plan parallèle 
à la base lui est égale : les bases opposées ABC... abc... 
sont donc égales et parallèles. La distance de ces bases 
est la Hauteur. 

j3a« 283. 11 est visible que, les deux bases exceptées, Taire 
du prisme est la somme des aires des parallélogrammes qui 
le composent. Si le prisme est droit , Paire est le produit 
du contour de ga base par une de ses arêtes. En coupant 
le prisme Ac par un plan a*b'cf .... perpendiculaire à l'arétc 
Aay et plaçant la partie supérieure afc sous Pinférieure 
Ac'*^ de sorte que abc... coïncide avec ABC, le prisme 
.deviendra droit. Donc Veàre d*un prisme est le produit 
d'une arête Aa par le périmètre d'une section a'b'c'..« 
çui lui est perpendiculaire. 

^^4* 2,84" Supposons que la base du prisme soit un paral- 
lélogramme ABCD ; outre les faces AC ac égales et pa- 
.rallèles , on a encore la face Ab égale et parallèle à DC^ 
puisque les côtés des angles aAB dDC sont égaux et 
parallèles (270). De même pour les faces Bc Ad : c'est 
ce qui a fait donner le nom de Parallélipipède au prisme 
dont la base est un parallélogramme, puisque les six 
Jaces sont égales et parallèles deux à deux : en sorte qu^on 
peut prendre Tune quelconque pour base. 

Réciproquement le corps formé de six £ices parallèles 
deux à deux est un parallélipipède ; car les plans AC ae 
étant parallèles, AB est parallèle à ab , (a6d) ; de même 
pour Aa et ^^ : la face Ab est donc un parallélogramme , 
de même pour Bc^ Ad^ donc le polyèdre peut être con- 
sidéré comme engendré par le mouvement de Aa glissant 
sur les côtés du parallélogramme ABCD. 
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Un prisme est détermine lorsque la base ABÇ.,., et ''a. 
Taréte génératrice jia *sont données : donc un paralléli— 
pipède Pest*, lorsqu^on connoît Tun de ses angles trièdres 
et les longueurs des arctes Aa j4B et AD qui le forment. i34- 

Si Taréte Aa est'perpendiculaire à la base , et si cette i33. 
base est un rectangle , le parallélipipède est Rectangle : 
si en outre les arêtes sont égales , on le nomme Cube, 

285. Le plan DdbB qui passe par deux arêtes opposées 134* 
donne un parallélogramme dont les diagonales Ub Bd se 
coupent en deux parties égales (aSi) ; le point O d'inter- 
section est donc le même pour les quatre diagonales. 

a86. Le Cylihdre est un corps engendré par une ligne i35. 
indéfinie Aa qui se meut parallèlement en glissant sur 
une courbe quelconque ABCD, Nous regarderons ici le 

cylindre comme terminé par deux bases parallèles 

ABCD abcd\ la Hauteur est la distance entre les bases. 

Inscrivons et circonscrivons des polygones- à la base du 
cylindre : la génératrice en glissant sur leur contour 
décrira deux prismes, dont le cylindre est visiblement la 
limite ('^) , comme sa base est la limite de leurs bases. U 
est aisé de conclure de là que 

1°. Toute section faite dans un cylindre parallèlement 
-à la base, donne une courbe égale à cette base. * 

s'*. Soit C le contour de la base d'un cylindre Droit 135, 
Ac^ « Fexcès du périmètre du polygone circonscrit sur C, 
en sorte que ce périmètre == 6 + « ; Aa = H ; enliu S 



(*) Gïtte proposition repose sur celle-ci , qui est analogue k cdle 
•lu n**. 160, *X que nous regardons comme cvideute daprcs Tidée 
que nous nous formons de Fétcndue des aires* L^airc d^une figure 
plane est moindre que celle de toute surface termin<^c au même 
contour ; et de deux surikces convexes terminées à ce contour , M 
plus grande est celle qui enveloppe Taulrv. 



ayo GiOM^TRIE. 

t36. i'aîre da cylindre et fi VexM de ceUe iu prisme dfcooscrii 
sur 6; on aura S+fi^HiC+u), d'où (167), S=HCz 
l'aire du cylindre droit est donc le produit du contour de 
sa base par sa hauteur. 

i35. 3f*. Si l£ cylindre est obli^^pie >tf^, la secûoa a'fc'd^ 
perpendiculaire à la génératrice forme deux corps jéc* a^c 
qui rapprochés par leurs bases ac et AC ^ qu'on fait 
cojncider, donnent un cylindre droit. Ainsi , Taire du cy- 
lindre oblique est le produit de sa génératrice Aa par 
le contour d'uçe section a'Vc*i perpendiculaire. 

iSy. I^, Le rectangle Ac qui a, pour hauteur Aa la gén^ 
ratrice d'un cylindre droit, et pour basç AÇ le contour 
de sa base rectifiée, est égal à l'aire de ce cylindre. 

i38. C'est ce que Monge nomme le Développement de cette 
surface. Lorsque le cylindre est oblique , la section perpen-' 
diculaire à l'arête se développe suivant une ligne «droite 
a'd' à laquelle toutes les génératrices sont perpendicu- 
laires. Si donc on élève en divers, points a* b' ç' </' des 
perpendiculaires sur Jesquclles pn porter^ en dessus et 
^n dessous des parties a'a a'A^ b'b d?,..*. respective- 
ment égales aux portions de chaque génératrice, tant eo 
dessus qu'^n dessous de la section a'b'c'^ , £g. i35, oa 
aura l'aire aU^ terminée par deuic courbes parallèles . , 
obcdABCD , et qui sera le développeraient de la sur&ce 
du cylirfdre, • 

5^. On ne considère en géomaU'ie que les cylindres don< 
la base est circulaire ; on nomme Axe la droite parallèle 
ii la génératrice et qui passe par le centre. Le cylindre 
droit peut alors être regardé comme engendré par un 
rectangle qui tourne autour d'un de ses côtés. L'aire est 
S = :i'9RH , R étant le rayon de la base et H la hauteur. 
' 287. L'aire d'une pyramide s'obtient en évaluant celles 
des triangles qui la composent : mais si la pyrgmide €$$ 
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régulière j Faire est le produit du contour.de sa hase par i38. 
la perpendiculaire menée du sommet sur un de ses côtés y 
parce que ces triangles sont égaux 9 et ont pour hauteyr 
commune cette perpendiculaire , qu^on nomme Jlpoihéme, 

a88. On nomme Cène le corps engendré par une droite i3g. 
indéfinie AS qui passe toujouris par un point fixe S^ qui 
est le Sommet , et qui glisse sur une courbe donhé/e 
quelconque ABCD, Cette . surface est formée de deux 
Nappes opposées , réunies en S. Nous ne traiterons 
ici que du cas où la base est circulaire : VAxe est 1^ 
ligne menée du sommet S au centre de la fiase , la 
Hauteur «st la perpendiculaire menée du ^mmet sur 
la base. Quand cette perpendiculaire se confond avec 
l'axe 9 on dit que le cane est Droit ; on peut le con- i4o« 
cevoîr engendré par un triangle rectangle ASO qui tourne 
sur un cAté SO de Tangle . droiu 

28g. Si on inscrit et circonscrit dea polygones réguliers i4P' 
au cercle de la base , en menant des lignes de leurs 
angles au sommet S d'un cône droit , oa formera des 
pyramides régulières , l'une inscrite l'autre circonscrite au 
cône, qui sera visiblement leur limite. U suit c|e là que 

1*. Soit C la circonférence de la base, # l'excès dj^ 
périmètre du polygone circonscrit -sur cette dirconCereuce ; 
la pyramide circonscrite a pour#ire \ ^(C-t-^).9 ^n^dé-^ 
signant par ^*l'apotbém« SA qui tsl la gén.ératrice. Itfais 
soit S l'aire du cène et fi l'excès de celle de la pyramide 
sur S y on aura ^^(t=z\ A{ C-f-*) d'où (167), S=i AC : 
ainsi, Vairâ^ d^i cône droit est le produit de la circon^ 
Jérence de la base par la moitié de sa génératrice. On 
a ioncS=rwARy R étant le rayon de la base. 

a**. Si, avec un r^iyon SA^z la génératrice A^ on décrit i4a* 
un arc ABD d'une longueur égalée la circonférence de 
la base , le secteur ASD aura la même aire que le 
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il) . cône (261). Ce sera son développement; les ^enéralrîcès 
seront les divers rayons de ce secteur. 
i4i et «3°. Soit un cône tronqué à bases parallèles j4adl)\ 
]L4^. son aire est la différence de celles des cônes S AD Sad, 
Si d'^yi même centre S avec les rayons SA Sa des géné- 
ratrices de <cs cônes, on décrit les arcs AD aâ^ puis qu'on 
prenne ABD égal à la circonférence AC de la base in- 
férieure, et qu^on mène les rayons SA SD , Tare abd sen 
égal à la circonférence supérieure ac; car d'une part 

SA /1C cir. AC , „ SA ABD 

ou = — : ; de 1 autre 



Sa ac cir. ac Sa abé 

ou = -~ — . Les aires' S ABD Sahd étant équiva- 

abc * 

lentes à celle des cônes S A CD Sacd ^ le tronc Test à 
ABDdba , qui en est le développement ; on en con- 
clut (261) que Faire du tronc de cône à bases paral- 
lèles est égal au produit de son côté Aa multiplié par la 
moitié de la somme des circonférences AC ac des bases ^ 
ou par la circonférence ^'Wc'à' menée à distance égale 
des deux bases. 
143. ^y^' ^* Sphère est un corps engendré par la révolu-* 
lion d'un demi-cercle ADB sur son diamètre *AB. Dans 
cette révolution , un arc quelconque AD décrit une 
Calotte \ DF t)\x DE «•gcrntire une Zone ; le secteur 
ACl) prodnjt le Secteur sphériçue; enfin, le segment ADI 
donne le Set^ment sphérique, 

11 suit do là que la surface de la sphère a* tous ses 
points à égale distance du centre C, et que si on fait 
tourner le cercle générateur ADEBG autour d'un autre 
diamètre quelconque !>// , il produira la mî^me sphère. 
Par conscqnrnt, tout plan qui passe par le centre coupe 
la sphère suivant le cercle géntirateur, qu'on nomme un 
Grand cercle de la sphère^ 
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agi. Lorsqu'une courbe quelconque ^CDfi tourne au- i44' 
tour d'un axe jiB 9 elle engendre une Surface de ré\'0^ 
iution. Le caractère distînctif de Ces surfaces consiste 
en ce que, quelle qtie soit la courbe génératrice ACDBy 
tout plan perpendiculaire à l'axe ^ dbnne pour intefseo-' 
tioH une circonférence de cercle. Car la droite DI per- 
pendiculaire à j^By décrira dans son mouvement un plan 
perpendiculaire à Taxe (266, 4***)i ^^ P^"^ ^^ point D 
conservera toujours la même distance DI à cet axe. 

Cest ce qui à lieu pour le cylindre et le cône droits 
( 286 , 5*. et 288 ) ; la spbèrfe présente même cette pro- 
priété d'une manière plus étendue , et i/ii plan quelconque 
coupe la sphère suivant un cercle. En effet, soit DG ce i4^« 
plan , menant le diamètre AB peipendiculaire , on peut 
supposer que la sphère à été engendrée autour de cet 
^Axe de révolution. Le diamètre du cercle est la corde DG ; 
c'est ponr cela qu'on nomme Petit cercle de la sphère ^ 
Celui qu'on obtient quand le plan coupant ne passe pas 
par le centre. La base d'un segment sphérique est donc 
un petit cercle. 

292. Le plan qui n'a qu^un point de commun avec ;i43* 
la sphère , s'appelle Tangent : toute droite *men^e du 
centre k ce plan ét|nt plus longue que le rayon mené au 
point de contact , ce rayon est donc perpendiculaire au 
plan tangent ( 266 , 5*. ). La réciproque se démontre 
aisément. Fabons tourner une tangente quelconque AT^ 
ainsi que le cercle ADB^ autour du diamètre AB j AT 
engendrera le plan tangent à la sphère 

293. Lorsqu'un polygone ABDL,, tourne autour d'un x43. 
axe AO j chaque côté DI engendre un tronc de cône 
dont l'aire est DI x cir. KL , K étant le milieu de DI^ 

et KL perpendiculaire sur l'axe AO, (2891 3^). U est 
I. lâ 
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i4^' donc bien facile d^ avoir Taire enlière engendrée par le 

polygone. 

Mais si le polygone est régulier , cette aire devient plus 

aisée à obtenir ; en effet , soit inscrit un cercle , et mené 

DG^parallèle à Taxe AO de révolution , puis le rayon KC : 

les triangles DIG LKC ayant leurs côtés perpendiculaires, 

Dl KC cir. KC „ , 

donnent -prpr = t^t ou = — : — =7-7- , d ou 

Dir KL cir. KL 

J)l X cir. KLzzz DG x cir. KC : ainsi Paire du tronc de 

cône engendré par HDJM est le produit de la circon^* 

férence du cercle inscrit 9 par la hauteur DG ou HAl 

de ce tronc. 

Il est visible que la même chose a lieu pour le cylindre 

engendré par le côté IP parallèle 4 ÂO, Quant au cône 

que décrit BÂ ^ son aire est 5 BA x cir BNj (289, i*.) ; 

et les triangles semblables ABN QCA donnent de même 

QA X cir BN=AN x cir QC. Il en résulte donc que U 

somme des aires engendrées par la révolution de plusieurs 

côtés de polygone régulier, est égale à la circonférence 

inscrite multipliée par la somme des hauteurs. 

11 suffit, pour notre démonstration, que la portion de 

polygone générateur soit circônscriptible au fercle : or, la 

calotte ou*la zone sphérique est visiblement la limite de 

Taire engendrée par une semblable partie de polygone ; 

d'où ihest facile de conclure que 1". l'aire de la calotte ou 

de la zàne sphériijue est le produit de sa hauteur par la cir- 

143. conféretice d'un grand cercle. Soit R le rayon de la sphère, 

X la hauteur de la calotte engendrée par DA ou de la zôuc 

décrite par Tare FD ou FE^ on a (248) 

surface de la zone :=z2.%RX. 

a®. L'aire de la sphère est le produit de son diamètre 
p^r la circonférence d'un grand cercle^ ou quadruple de 
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Faire d'un grand cercle j puisque l'aire circulaire est le i43* 
produit de la moitié du rayon par la circonférence. On a 
donc 

surface de la sphère =a/lx cîr. iî = 4 «" ^*« 

3^ Pour trouver le rayon de la sphère dont l'aire A est 

donnée y on évaluera /Î=:^F/ — =0,282096 x V'-^. 

4". Menons les tangentes DE DG GF EF perpendicu- 1 4C. 
laires et parallèles au diamètre AB ; le carré EG engendrera , 
dans sa révolution, autour de AB ^ le cylindre circonscrit 
à la sphère ; or Taire a'e'J'V de la zone produite par un 
arc quelconque PJ' est égale à celle du cylindre ae e'a\ 
puisque leur valeur est la même, J^x cir AC ou cir KB, 
Il enseroit de même du cylindre entier par le rapport de la 
sphère ; de sorte que Vaire de la sphère est égale à celle du 
cylindre circonscrit ; et si on y comprend les bases ^ Vcùre 
de la sphère est les § de celle du cylindre^ puisque les deux 
bases étant des grands cercles , Taire entière du cylindre 
en vaat 6 , et celle de la sphère 4« 

6. Des Corps semblables et symétriques, 

294* On dit que deux tétraèdres sont semblables ^ quand 147. 
ils ont deux faces semblables, placées de la même manière 
et formant nn angle dièdre égal. Tels sont les deux tétraè- 
dresiS et 5' lorsque S'A'O est semblable à SAC, B'S'A' 
à BSA et l'angle dièdre B' S'A'O = BSAC, ^ 

Plaçons le triangle C'S'A' sur CS.4 en faisant coïncider 
les angles égaux iS^ et »y , A*0 tombera en ac parallèle- 
ment à AÇ, à cause des angles égaux S'A'C' et SAC. De 
plus la face B^S* /i' se couchera sur BS/1 en vertu de l'éga- 
lité des angles dièdres; enfin l'angle If '5'-^' =^ BSA , indi- 
que que S'B' tombera sur SB y et B'A* suivant ab parallèle 
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i47- à AB, Le tétraèdre S' sera donc placé en Sabc^ les plam 
jiBÇ abc sont parallèles et les angles dièdres homologues 
sont égaux (270). On voit déjà qu^un tétraèdre S ABC 
coupé par un plan abc parallèle à Tune de ses faces ABCj 
forme un tétraèdre semblable au premier. 

Puisque le plan abc £st parallèle à ABC , les faces ABC 
abc sont semblables (277,^270) ; de même pour SBC sbci 
donc les arêtes homologues des tétraèdres semblables sont 
proportionnelles , toutes les faces sont semblables , les angles 
dièdres sont respectivement égaux ainsi que les angles po— 
lyèdres homologues. 

Réciproquement si les arêtes homologues de deux té-^ 
traèdres sont proportionnelles, ou si les quatre triangles 
sont respectivement semblables ( Tune des conditions em-- 
porte Tautre), les angles plans en t9 et 5^ étant égaux , les 
angles dièdres le sont aussi (281). Donc les tétraèdres sont 
semblables. 

295. Deux polyèdres sont semblables lorsqu*en menant 
de deux angles solides homologues des diagonales à tous les 
autres, les corps sont décomposés en tétraèdres semblables 
et disposés dans le même ordre. 
1^5. Coupons la pyramide S Al) par un plan ad parallèle à U 
base ; les tétraèdres SABE sabe semblables , donnent les 
triangles SEB seb semblables , et Tangle dièdre ...... 

ASEB =: aseb : mais comme Fangle dièdre ASEDa=:ased , 

en retranchant , on trouve que Tangle dièdre 

BESD = besd. Donc les tétraèdres SBED sbed sont sem- 
blables , etc. Ainsi toute pyramide coupée par un plan pa-^ 
rallèle à sa base donne une autre pyramide semblable ; leurs 
Jaces sont semblables , leurs arêtes proportionnelles , les 
angles dièdres et polyèdres respectifs sont égaux (277,^81). 

Réciproquement les pyramides SfA'B'C S ABC 

formées de faces semblables et disposées dans U même 
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ordre sont semblables; car les angles irîedres qui compo- i^5. 
sent les bases étant formés d^angles plans égaux , sont 
égaux : donc les angles dièdres homologues le sont aussi 
(281). D'ailleurs les angles plans égaux en S et S' permettent 
de faire coïncider S'A'D' en sad. Enfin les arêtes étant 
proportionnelles par supposition . les plans jéD ad sont 
parallèles. 

296. Soit la pyramide SjiD et le corps S'A'D' formé de 

tétraèdres .y^'if'ij:' SŒ'B'W^ semblables à i:^5. 

SABË SEBJX le polyèdre S'A'W^ sera une pyramide 

semblable à SAD : car puisque les angles AEB BED A El) 
sont dans un même plan et égaux à A'E'B',B'E'D^A'E'D\ 

on a AED = AEB +BEDj 

d'où A'E'D' :=zA'E'B'J^B'E'jy . 

ce qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans le 
même plan, puisque sMIs formaient un angle tricdre, on 
aurait (279), A'E'D' < A'E'B' + B'E'D'. On voit que 
ce plan passe au5::i par S'OI)'. 

Il suit de là que, i^ dieux polyèdres semblables sont 
décomposés en pyramides semblables par des diagonales 
menées de deux angles polyèdres homologues à tous les 
autres. 

2*. Si d'un point intérieur quelconque on mène des 
lignes à tous les angles , et qu'on les prolonge propor- 
tionnellement à leurs longueurs , les plans menés par les 
extrémités de ces lignes seront parallèles aux faces du po- 
lyèdre proposé , et en formeront un autre qui lui sera sem- 
blable. On trouve ici l'analogue du théorème a44- 

297. D^x polyèdres semblables ont leurs Jaces semblar- 
blesê, leurs arêtes homologues proportionnelles , leurs 
angles dièdres égaux ^ ainsi ^ue leurs angles polyèdres. 
Pour s^en convaincre , il suffit de mener de deux angles 
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^^^* homologties les diagonales qui décomposent les corps en 
pyramides semblables ; les angles polyèdres et dièdres de 
ces pyramides seront égaux , leurs faces seront semblables ; 
or, les faces des polyèdres servent de bases à ces pyramides 
dont les angles dièdres et polyèdres constituent par leur 
système ceux àts corps proposés. 

i4^- Réciproquement si deux polyèdres ont les faces sembla^ 
blrs et disposées dans le même ordre , et les angles dièdres 
égaux , ils sont semblables : car les angles polyèdres sent 
égaux , comme décomposables en angles trièdres égaux 
(181). Faisons donc coïncider Tun de ces angles polyèdres 
avec son homologue ^ les autres faces seront respectivement 
parallèles. De plus , la similitude des faces donne les lignes 
homologues proportionnelles ; leurs aires sont donc entre 
elles comme les carrés de ces lignes; ce qui prouve que les 
diagonales de Pun des corps sont le prolongement de celles 
de l'autre (278) : ces corps sont donc formés de pyramides 
semblables. 

i48. 29^- I^cs lignes qui joignent quatre angles polyèdres 
homologues jîBCD abcd de dSux corps semblables étant 
proportionnelles , forment des tétraèdres semblables (294)- 
11 en résulte que si des angles ABC abc de triangles homo> 
logues on mène des lignes à tous les angles DEF.,.., def,..<, 
de deux polyèdres semblables , les tétraèdre^ ainsi formés 
seront semblables ; ceci est analogue au n*^. ll^2 , 2^ 

Réciproquement deux polyèdres sont semblables lorsque 
leurs angles étant joints aux trois angles homologues 
j4BC abc, les tétraèdres ainsi formés sont respectivement 
semblables. £n effet, si les tétraèdres DABC dabc sont 
semblables, ainsi que EABC eabc, les an^es dièdres 
DACB EACB seront égaux à dacb eacb : ainsi réfugie 
dièdre DACE=:déice, D'ailleurs les îacesDAC dac de nos 
tétraèdres sont semblables , ainsi que EAC eac : donc lea 
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DE AC 

tétraèdres EACD eacd sont semblables , et on a — — = ' 4^* 

de ac 

Soient FJ\ li des angles homologues , on aura de même 

FE AC 1)¥ AC . , , 

— - — = et — r7r = * 2*ïïsï ^^^ corps ont leurs 

Je ae df ac 

lignes homologues proportionnelles y et les triangles DFE dfe 

homologues sont semblables : de plus leurs angles dirdrei 

sont égaux , puisque IDF est semblable à idf^ IFE à ifcf 

d'où l'angle lED^^i/d, IFE = i/e, I)FE=d/e. En outre, 

si les points DIFE sont dans Je même plan, Toquation 

IFE = IFD + DFE se change en ife =r ifd + d/e : d'où 

il suit qoc les points e/i étant aussi dans un même plan , 

lesfacês dés polyèdres sont donc semblables; enfin les angles 

polyèdres sont égaux comme composés d'angles trlèdres 

^gaux (281, 4'0* Ainsi les corps sont semblables (2^7). 

299. Lorsqne deux polyèdres sont semblables, les aires 
de leurs faces sont comm« les carrés des lignes fiomolngues 
de ces polyèdres : mais comme ces lignes sont proportion- 
ne] les , on » une suite de rapports égaux, formés par les 
faces homologues , d'où on conclut (comme 262 , 11 ) que 
les aires totales des polyèdres semblables^ sont entre elles 
comme les carrés de leurs arêtes homologues. 

On verra ai.sément que les surfaces de cônes ou de cylin- 
dres semblables, c.-à-d. engendrées par deux triangles ou 
deux rectangles seifiblables , sont entre elles comme les car- 
rés de leurs génératrices. En effet , les circonférences C eiô 
des bases sont proportionnelles aux génératrices yÉ tia; les 
aires 5 et j le sont à CA et ca (286, 5**. , 289 , 1".) d'où 

L — Sd. — — é^'à — — — 

s ca ^^ a s ^^ a* 

De même les aires des sphères sont comme les carrés d^ 
leurs rayons,. 
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'4^* 3oo. Lorsque deux polyèdres sont tels qu^oo peut les 
placer l'un en dessus, Tautre en dessous d^un plan MN^ 
de sorte que les sommets des angles polyèdres A a^ soient 
deux à deux à égale distance de ce plan , et sur' une per- 
pendiculaire jéa , h ce plan : ces deux polyèdres sont ap--^ 
pelés Symétriques, B étant un angle polyèdre du premier 
corps , en menant B Qb perpendiculaire au plan MN et 
prenant QB =z Qb, b sera Tangle homologue du second 
pol) èdre. 

£n pliant le trapèze ABPQ suivant jP^ , les lignes AP 
49P égales et perpendiculaires coïncideront , ainsi que BQ 
et bQ ; d^où AB = ab ; donc ies lignes homologues sont 
égales. De même Ddy Ce étant des angles polyèdres symér 
triques, on aura BCz=:bc\ ACz=ac; ainsi le triangle 
ABC =r abc : les triangles homologues sont donc égaux. 
De plus le triangle ADC = oiicy BDCz= bdc : ainsi Tangle 
VCB s= dcb, A CD = acd, ACB = acb. Or 

i^ Si les plans de ces triangles forment en C et c des 
angles trièdres, ils seront égaux : donc les angles dièdres et 
irièdres homologues sont égaux. ïl en est de même des angles 
polyèdres y puisqu'ils sont formés d'apgles trièdres égaux 
disposés dans le même <H*dre. 

2*. Si les poinU ABCD sont dans le même plan y 

comme l'angle DCB = ACD + ACB , on a 

dcb == acd -^ acb , d'où il suit que les points ahcd sont 
aussi dans le même plan : donc les Jacês homologues sont 
égales y comme formées de triangles égaux. 

Concluons de là que les polyèdres symétriques <mt toutes 
leurs parties constituantes égales, 
lôo. 3oi. Coupons le parallélipipède ^c par le pian DBbd^ 
les deux corps Aobd Ccbd sont visiblement des prismes 
(982) ; la base BDC ou bdc dp l'un s^b égale à ABD. 
Happrochons ces prismes triangulaires en faisant coïncider 
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hdc avec ABD ^ savoir, bc avec AD et Je avec AB\ x5o. 
Ccbd prendra la situation AEHL Or, les perpendicu- 
laires aF CJ sur \t% bases sont «égales (268) , on a de plus 
Aa:=. Ce et Pangle AaF-=:. cCf\ ainsi le triangle AaFznCcf^ 
d'où AF :=:cf. Par une raison semblable yi^ = Z>l^; ainsi 
les triangles égaux ^Z>F ^^' coïncident et le pointy tom- 
bant en jF, /C se porte en FE sur le prolongement de 
aF, Donc le sommet i? ou c est symétrique de a : on verra 
de même que / ou ^ Pest dfc ^ ; et H ou d Test de ^. 

Concluons de là que i*. tout paraUélipipède est formé de 
deux prismes triangulaires symétriques 'j 2*. les angles trié- 
dres opposés sont symétriques ; 3*. les angles dièdres opposés 
sont égaux. 
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3o2. AD étant un prisme oblique quelconque , prolon- i5i. 
gcons-en les arêtes et menons un plan quelconque MN 
perpendiculaire ; puis enfin prenons /)? =z BD et menons 
le plan op parallèle à ilfiV : on aura ainsi le prisme droit 
Op. Appliquons les prismes tronqués BAOP DCop, dt 
manière à coucher b base op sur OP qui lui est égale : les 
génératrices étant perpendiculaires aux bases, et de plus 
égales (puisque DB^s^Pp donne PBz^pD^ et ainsi de& 
autres), les prismes coïncideront. Retranchant b partie 
commune Ap , il reste le prisme oblique AD équivalent au 
prisme droit Op, Il est donc bien aisé d'avoir un prisme 
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^5i. droit équwalent à un prisme oblique ^ la ginêratrice ayant 
même longueur. 

3o3. On peut toujours disposer deujc prismes s^ntnétri^ 
ques AD ad relativement k un plan M^ , en sorte qu'il 
soit perpendiculaire aux génératrices. Prolongeons Taréte 
DB en Pd , puis à partir du point P de rencontre avec un 
plan quelconque MN perpendiculaire , prenons. ..... 

Pb = PB, Pd=zPD ou BDszàd, En raisonnant de même 
pour chaque arête , on formeA le prisme ad symétrique 
à AD. 

Cela posé, prenons Pp = Pp' = BD et menons les plans 
op o'p' parallèles à MN : les prismes OPop OPo*p^ sont 
droits et équivalens aux proposés (3oa). De plus ib-sont 
égaux entre eux , puisqu'en les appliquant de sorte que la 
base o'p' de Tun tombe sur celle OP de Pautre qui lui est 
égale , il y aura coïncidence. Donc les prismes symétriques 
sont équivalens. 

3o4* Soient deux parallélipipèdes de même hauteur et 
de même base , rapprochons ces corps de manière à faire 
coïncider leurs bases inférieures ; les supérieures seront 
situées dans le même plan : il se présentera deux cas. 
iSa. »"• Si le* faces latérales FG EK sont dans un même 
plan , les triangles égaux EGII FIK servent de bases à 
denx prismes supcrposables EHM FIN. Donc, en re- 
tranchant tour-à-tour ces prismes du corps entier EN ^ il, 
restera les parallélipipèdes équivalens EFIM EHNL. 
i53. ^*' Si les faces ont une disposition quelconque , les 
bases supérieures AC ac stront des parallélogrammes égaux 
à ceux des bases inférieures , en sorte que les lignes 
AB DC ab de seront égales et parallMes; de même pour 
AD BC ad bc. Prolongeons ces lignes, nous aurons le pa- 
rallélogramme ^'C' égal à AC tx ac. Or, concevons le 
parallélipipèdc qui auroit pour base supérieure A' O ^ et 1» 
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méixie base inférieure que les proposes ; ce corps sera »"• 
équivalent à chacun de ceux-ci , puisqu'il sera relativement 
à eux dans Tétat examiné ci-dessus. Les proposés sont 
donc équivalens. 

Donc deux paralléUpipèdes de mime base et de mime 
hauteur sont équivalens. 

3o5. Il est facile de changer un parallélipipède donné en 
un autre rectangulaire équivalent : de chaque angle de la 
base inférieure ABCD , élevons des perpendiculaires à son i54« 
plan, on aura un parallélipipède droit ABEI équivalent 
au proposé. Puis menant AF BG perpendiculaires sur AB 
llans la base AC^ on formera sur AG le parallélipipède 
rectangle ABHK équivalent à ABEI puisqu'il a même 
base AM et ra^me hauteur AF. 

âo6. Deux parallilipipédes rectangles de mime buse sont qq. 
entre eux comme leurs hauteurs. Si ces hauteurs ont une 
commune mesure, on coupera les corps en tranches égales; 
^et on raisonnera comme pour les rectangles (25û, i"".). 
On démontrera de m^me le théorème , pour le cas où les 
hauteurs sont incommensurables. 

P ci p étant deux parallélipipèdes de même hauteur, jqq^ 
plaçons ces corps de manière à faire coïncider fun de 
leurs angles polyèdres et leur arête égale, hes bases seroo& 
disposées comme AC pour P et AK pour p; or, prolon* 
geons IK en // , le parallélipipède Q construit sur la base 
Ail et de même hauteur , peut être regardé comme ayant 
AD pour hauteur ft la face AB pour base : comparé à P, 

îl donne donc -7-- = — 77- • Mais si on prend la bce 

Q AI 

AI pour base des parallélipipèdes Q et pj leurs hauteurs 

•front AB et AL , d'^où -^ = —77-. En multipliant 

p AL * 
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*wo, CCS proportions il vient — = = =- = — — •• Donc 

^ ^ p j4ly jiL AK 

les paraUélipipèdes rectangles de mênie hauteur sont entre 

eux comme leurs bases, 

£nfin, sî les paraUélipipèdes rectangles Pttp^ dont le^s 

bases sont AC et AK , ont des hauteurs quelconques 

H et h, en prolongeant les faces de celui qui a une hau~ 

teur moindre , tel que p , jusqu^à la base supérieure de 

Tautre, on formera un parallélipipède R qui aura même 

hauteur H que Pun P, et même base AK que Fautre p ; 

^ . R H ., P AC 

oti aura donc = -— d une part , et -— - = —j^ 

p h R AK 

de Tautre : d'où = — -r; .-^. Ainsi les paralléli^ 

p AK X h '^ 

pipèdes rectangles quelconques sont entre eux comme les 

produits des bases par les hauteurs, 

£n désignant jpar HIK les arêtes qui forment un angle. 

P MIK 

trièdre de P, et par hi k celles dt p ^ on a — = . 

p hik 

On voit donc que pour mesurer le volume d'un parallélipi- 
pède rectangle P, c.-à-d. pour trouver son rapport avec 
\in autre p pris pour unité , on cherchera les rapports. . . • 

MIK 

-7 — r -7- entre les arêtes respectives qui forment un angle 

trièdre , et on multipliera ces trois nombres. 

Si donc on prend pour unité de volume le cube qui a 
pour côté l'unité linéaire, A, / et^ seront = i y et on aura 
HIK pour le volume de P. Ainsi le volume d*un paraHéli-^ 
pipéde est le produit de sa hase par sa hauteur. Par le pro- 
duit de trois lignes , on entend le produit des nombres 
d'unités contenus dans chacune. Lorsque /f =/= JiT on a 



Volumes. 38!; 

P=IP; dt là la (lénomination de Cube donnée aux troi- 100. 
sièmes puissances. 

307. 11 suit de là que le volume d'un prisme est le pro- 
duit de sa base par sa hauteur: car, i**. sMl s'agit d'un 
parallëlipipède quelconque, il est équivalent à celui qui 
est rectangle de même hauteur et de base équivalente. 

2**. Si le prisme est triangulaire comme ABDabd^ en x5o. 
formant le parallëlipipède Ac^ le volume de notre priune 
est égal à son symétrique BDCbdc (3o3) : donc chacun de 
ces prismes a pour volume le produit de sa hauteur par la 
moitié de la base AC, ou plutôt par sa base ABU. 

3"*. Enfin, si on fait passer des plans par la génératrice i3i. 
Aa du prisme Ad et par toutes les autres , il sera dé- 
composé en prismes triangulaires de même hauteur; la 
somme de leurs volumes ser» donc le produit de cetje 
hauteur par la somme des bases , ou par ABCDE, 

On voit aussi que les volumes des prismes de même 
base sont comme les hauteurs , ou de même hauteur sont 
comme leurs bases. 

308. Désignons par H U hauteur d*un cylindre , par B 
sa base , par fi l'excès de la base du prisme circonscrit sur 
celle du cylindre , et par « Texcès du volume de ce prisme 
sur celui V du cylindre. B -\- fi sera la base du prisme , 
F+ » son volume ; d'où K-f- «= {B + fi) H ; donc 
F=n BHy puisque le volume du cylindre est la limite de 
celui du prisme. Le volume d'un cylindre est le produit de 
Faire de sa basé par sa hauteur, 

309. Coupons un tétraèdre par des plans parallèles à |55, 
sa base et équidistans ; soit ACcbaB Tune drs tranches : 
menons par les points A C ac des parallèles à l'arête Bb; 
nous formerons deux prismes , l'un BDFcba intérieur , 
l'autre BACebi extérieur au trqnc : la différence de ces 
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i55. prismes est le prisme DCea qui a même hauteur , et 
dont la base est la dilTérence entre les bases ABC 
abc. 

En raisonnant de même pour chaque tranche, on aura 
une série de prismes d'égale hauteur, tels que De. La 
somme de ces prismes, ou la différence entre les pris- 
mes extérieurs et intérieurs, sera un prisme de même 
hauteur que les tranches , et dont la base sera celle BMN' 
du tétraèdre , qui est la somme des bases ; puisque celle 
de chaque prisme De est une portion de BMN y comprise 
entre CA FD parallèles à MN, Plus les tranches seront 
nombreuses, et plus cette différence deviendra petite : 
on pourra donc rendre aussi petite qu'on voudra la dif- 
férence entre chaque prisme intérieur et la tranche du 
tétraèdre. 

Cela posé , soient maintenant deux tétraèdres T Qt t 
de même hauteur, dont les bases équivalentes reposent 
sur le même plan. Soient « et /3 les excès des tétraèdres 
sur la somme des prismes intérieurs , dont les volumes 
sont T — « et / — i- yS. Or , chaque plan parallèle aux 
bases des tétraèdres , donne des sections équivalences, puis- 
qu'elles sont entre elles comme ces bases. Donc les prismes 
intérieurs sont égaux deux à deux, d'où T — « = / — /3^ 
ou plutôt Tzrzt^ (167). Donc ïes têtraèdrfis de même hau" 
teur et de bases éijvis'alentes sont égaux en volume. 

a56. 3io. Sur les trois arctes AB BC BD du tétraèdre 
DABCy formons le prisme AE ; ôtons ce tétraèdre , il 
restera la pyramide quadrangulaire DACEF, Le plan CBF 
forme deux tétraèdres, l'un FDEC qui est égal au pro- 
posé , comme ayant même base et même hauteur; l'autre 
DACF égale DFCE par la même raison , puisque Je 
triangle FAC =; FEC. Ces trois tétraèdres ctant cquî-' 
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▼alèns , on voit qu'un tétraèdre est le tiers d'un prisme '56w 
de même base et de même hauteur. 

Donc le ^^olume de toute pyramide est le produit du 
tiers de sa base par sa hauteur , puUqu^elle est décom- 
posable en tétraèdres. 

£t comme le cône est la limite des pyramides circons- 
crites , le volume du cône est U tiers de sa base multiplié 
par sa hauteur. 

On aura le volume d*un polyèdre quelconque en le"dé- 
composant en pyramides. 

3ii. Faisons la même construction sur le tronc de iSy. 
prisme ABCFDE \ le plan ADC donne le tétraèdre 
DABC ; de plus le plan DCF coupe la pyramide qua~ 
drangulaîre DACEF en deux tétraèdres DFCA DFCE. 
Or, on peut mettre les sommets de ceux-ci en B^ puisque 
DB est parallèle au plan ACE (269). Donc on aura les 
tétraèdres BCAF BCEF : ce dernier peut même prendre 
CEA pour base , puisque les triangles CEF et CEA 
sont égaux. Le tronc de prisme est donc formé des trois 
télraèdres DABC FABC EABC qui ont même base infé- 
rieure ABC y et leurs sommets aux trois angles trièdres 
FDE de la base supérieure. 

Ainsi le volume du tronc de prisme triangulaire est le 
produit de sa base par le tiers des hauteurs des angles 
trièdres de sa base supérieure. Ce tbéoréme sert à trouver 
le volume d'un prisme tronqué quelconque. 

3i2. Soient une pyramide et un tétraèdre de même 
hanteur, de bases équivalentes posées sur le même plan ; 
leurs volumes seront égaux. Un plan parallèle à la base , 
formera un tronc de pyramide , et coupera le tétraèdre 
suivant un triangle équivalent à la base de ce tronc : donc 
la pyramide et le tétraèdre retranchée étant égaux , les 
troncs le seront aussi. 
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1 58. Cherchons donc le volume du tronc de tétraèdre ABFE ) 

le plan ADC donne le tétraèdre DABC et la pyramide 

DACEF : le plan DFC forme les tétraèdre* DFEC et 

DFAC ; or, menant DG parallèle à AF , ce dernier 

pourra avoir son sommet G au lieu de /> , et devicn-^ 

dra FAGC. Ces trois tétraèdres ont méine hauteur que le 

tronc ; leurs bases sont ABC DFE AGC. Cela pose « 

. _ . ABC AB AGC AC 
on a (.56,.o.) ^^^«-^ , -^_= _ : or le. 

. seconds membres sont égaux à cause des triangles sem* 

blables FDE, ABC; donc 4?^ = 4êS-- Ainsi on 

A(j C FDiii 

voit que le volume de toute pyramide trorufuie est composé 

de trois pyramides de même hauteur que le tronc , et qui 

ont pour bases , Vinfirieure du tronc , la supérieure et une 

moyenne proportionnelle entre ces deux aires. Soient A 

et B les bases du tronc , H sa hauteur , on a dont , 

pour le volume, j H (^A + B + y/AB). 

Il est visible que ce théorème a également lieu pour 
le tronc de cône : soient R ei r les rayons des bases , 

•^ = « -R% B-=rwr*f d'où le volume 

= ^wH (^R^ + r^ + Rr). 

1 4b. 3i 3. Faisons tourner autour du diamètre AO lé polygone 
circonscrit ABDL... ; imaginons le système de pyramides 
circonscrites de chaque cône tronqué, et formant un polyè- 
dre circonscrit à la sphère. Il est évident que le vohHne 
de ces troncs de pyramides , aura pour limite lé volmni; 
des cônes , et , par , conséquent , celui de la sphère , on 
du segment sphérique correspondant. Du centre C me- 
nons à chaque angle polyèdre des lignes; nous aurons 
un^ autre système de pyramides , dont la hauteur com- 
mune sera le rayon KC. Le volume entier sera donc le 



i. 
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produit du tiers de r.# rayon par la surface des bases ou 
la surface du polyèdre. 

Cela posé, soient R le rayon DC ^ d l'excès de Taire *43* 
du polyèdre sur celle A de la sphère ou de la calotte 
sphérique DAG , fi Texcès du volume du polyèdre sur 
celui V de la sphère ou du secteur CDAG : on a. . . 
\ R ( yf -f* <*) pour le volume du polyèdre , donc. . . 
r+ ^ = ^ H ( ^ + «) ; d'où (167), V-^AR. Donc, 

I®. Le volume de la sphère est le produit de sa surface 

m 

par te tiers du rayon \ et comme sa surface = 4 ^r A* ^ 
on a 

volume V 'de la sphère ïî^Jx/I"*. 

2*. Le rayvn de la sphère dont le volume V est donné 

est 11 = 1/ 4_ =- o,6ai855 x ^/r. 

w 4 «■ 

3*. Le volume du secteur sphérique CDAG est le pro^ 
duit du tiers du rayon par Vaire de la calotte qui lui sert, 
de base : x désignant la hauteur AI de cette calotte , 
on a 

secteur sphérique rs^wR'x, 

4*. Le volume du segment sphérique se trouve en re- 
tranchant du secteur CDAG le cône CDIG qui est. . . 

:sz^ CIk cercle jD/: or, CI=R^x, 

DP = DO — Ci* =r ailx — x^ ; ce cône est donc. . . 
= ^ » X (ail — x) (il — jc) ; donc enfin 

segment sphérique 2= 5 srâc* ( 3 il — - x ). 

3i4« £n général , puisque tout polyèdre circonscrit i 

la sphère a pour volume le produit du tiers du rayon 

par sa surface , il est à celui de la sphère dans le même 

rapport que leurs aires. Donc les volumes de deux 

4. 19 
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pofyidrês çuilcùnfw$circ<ms€riis^ sonâ entre euxcomme Itars 
surfaces^ La méthode des limites (167) permet de géné- 
raliser ee thëoféme et de Tëtendre aussi à tout système 
formé de portions courbes et planes de surfaces circons- 
crites à la sphère. 

C'est ainsi que le volume de la sphère est les | de 
celui du cylindre circonscrit , puisque U surface de Tune 
est les.| de celle de Tautre (293, 4*0- C'^t^ au reste, 
ce qu'on vérifiera bientôt , en comparant les valeurs de 
•ces volumes qui sont le produit d'un grand cercle, mul- 
tiplié par 3 du rayon pour la sphère , et par le diamè-» 
tre pour le cylindre. 
Jid5. 3i5. l^s volumes de deux pyramides sont entre eux 
comme les produits des hauieurs par les aires des bases 
(3io); donc si ces pyramides «S/^C Sac sont sen^lables, on a 

— - — '-^ z=: — r— (378) ; multipliant de part et d'autre 
abc m • • s/i* 

SH ., . SABC... StP 

par • — r^« u vient ; = — ?a— . 

*^ sh sabc. . • sfi^ 

Et comme deux polyèdres semblables P p sont dé- 

composables (296) en pyramides semblables S s ^ S' 5',... 

en désignant par ji a , A* af des lignes homologues d« 

. . .S A^ S' A^ 

ces pyramadea, on a — =:-^, -— =— ^^•. D ail- 
leurs, tous ces. rapports sont égaux, puisi^'cn vertu d» 

A A*^ 

la similitude supposée , on a = ~r = . • . . Donc 

^-1.^4. 5" 4.... ~ p ~ "^' 

ainsi les volumes des polyèdres semUMes sont enêre euM 
90mme les tubes de leurs lignes homologues. 



Il sera aisé de voir que les nwlumes Jes spttires sont 
entre eux comme les cubes de leurs rayons ; que ceux des 
cylindres droits semblables sAtit comme \ts cubes des lon- 
gueurs de leurs génératrices. La même chose a lien pour 
lea cônes droits semblables. 

Nous terminerons cette matière par faire remarquer que 
les polyèdres symétriques ont leurs 'polumes égaux ; puis-* 
quMl fst évident qu'on peut les décomposer en tétraèdres 
symétriques, et que ceui^-d ont des bases et des hau^ 
teufs égales. 
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 

APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA GÉOMÉTRIE 

ÉLÉMENTAIRE. 



I. Quelques Problèmes sur les lignes, 

3x6. Tant qoePalgèbre et la gëomëtrîe ont été séparées, 
leurs progrès ont été lents et leurs usages bornes; mais, 
lorsque ces deux sciences se sont réunies , elles se sont 
prêté des forces mutuelles j et ont marché ensemble d'un 
pas rapide vers ta perfection. Cest à Descartes qu'on 
doit l'application de l'algèbre à la géométrie , application 
qui est devenue la clef des plus grandes découvertes dans 
toutes les branches des mathématiques; ( La Grange, £co). 
Morm. , IV p. 4o' )• 

C'est donc en introduisant dans des formules algébriques 
les grandeurs qui composent les parties d'une figure ^ que 
nous transporterons dans la géométrie toutes les res~ 
sources de l'algèbre ; et nous parviendrons sans peine k 
des résultats qu'il seroit difficile d'obtenir par la géométrie 
seule. Si nous avons emprunté quelquefois les équations 
et les formes de l'algèbre , nous ne l'avons fait qu'avec 
une extrême modération. Cette science a bien plus de res~ 
sources que la géométrie , mais celle-ci a l'avantage de ne 
jamais faire perdre de vue l'objet principal , et d'éclairer 
la route entière qui conduit des premiers axiomes h leurs 
dernières conséquences. ( V, n*. aS^ ). 
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Ces réflexions conduisent à préférer dans la géométrie 
élémenuire les méthodes directes, celles qui ne reposent 
sur aucun principe étranger; et permettent, pour ainsi 
dire, désoler chaque théorème, en le présentant comme une 
vérité aussi claire que Taxiome d'où il est déduit. Mais, 
lorsque les questions deviennent plus compliquées, cette 
méthode , qu'on nomme Synthèse^ perd cette clarté qui 
est son plus précieux avantage; VAnafyse reprend toute 
sa supériorité , et par sa féconde influence , généralise les 
résultats , simplifie les recherches, et lorsqu'elle est em- 
ployée avec adresse, donne à ses artifices une étégance 
et même une clarté , à laquelle le mécanisme du calcul 
sembloit s'opposer. Les probUraes suivan^i serviront de 
preuve à ces assertions. 

317. Mesurer la distance d'un point inaccessible D, à '^9* 
vn autre point A. On prendra sur l'alignement AD une 
partie quelconque AC^ et formant an triangle arbitraire 
ABC^ on en mesurera les côtés AB:=ic^ AC=b^ -BC=fl (*); 
puis marquant sur BC un point E quelconque, on di- 
rigera vers D le rayon visuel FD : soient AD^Xy ECzrrg^ 
FAz=d. La parallèle EG à AB donne 

BC CA AB ah c 



l*. -TTTT = -TT^ = -ÎTTT • OU 



EC ~ CG ~ EG^ g~ CG ^ EG 



• J^ — -?!£ a: _ DG 

^ ' FA ~ EG """^ T ~TG 

donc CG=:^,EG = '^9 

a a 

DG= 4- X £G= "^^ 



> 



d ad 



(*^ DorénaTant nous d/>signcrODt les angles des triangles par ^, /^, C, 
et par a, 6, c, ... les cdtés qui toat respectivement opposés. 
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J59. Or on a DÙzz^DA^GjiszDA^iCA-^CG)^ ou . w 
DG=w^b"j^— i tn égalant les yaleura de DG , on 



a 
trouve. 

Il ne s'agira plus que de mettre pour 3c... leurs valeurs no* 
mëriques , ou le nombre de fois que ces lignes conûennent 
leur unité , ponr trouver x exprimé en nombres. 

ga. âi8. Quelle est la relation qui lie les cdiés ab eie d'un - 
triangle J?y#C inscrit 3^ un cercle de rayon Rî Menons le dia* 
mètre BD; et les lignes jiD DC; le quadrilatère jiBDC 
donne (^o, III. ) akRh'=icx CD-J^a x AD, Des triangle» 
recungles BCD BAD , nous tirons CDs=i^{^^^—B*)^ 
ADsB^{^R*^c*); donc 

équation cherchée qui donne l'une des quantités abc et R 
connoissant les trois autres. 

I. C'est ainsi qu'on trouve pour le rayon du cercle 
circonscrit au triangle ABC 

j^_ ^ ^. 

v/{44iV»— (a» + c*— 3»)*}' ^ 

eelte valeur s'obtient en élevant au carré' pour chasser 
l'un des radicaux; transposant et élevant de nouveau an 
carré pour faire évanouir l'autre. 
QA. IL Etant données les cordes de deux arcs AB BC^ 
on peut trouver la corde AC d'un arc ABC égal à leur 
somme. Si les arcs AB et BC sontégauX| on a a=c^ d*oà 



équation ^i donne la corde b d^un arc, contioistant 
c^Ue a d'un arc moitié moindre ; on en tire aiusi le 
tayon R d'un cercl« circonscrit à un triangle isoscèle 
donné. 

3ig. G>Dnoissant le côté AB=:^a d'un polygone ré- 97. 
gulier inscrit , on trouve celui jiC = x d'un polygone 
régnKor dont le nombre des côtés est double, en Démar- 
rant que CO, perpendicukire sur jiB^ donne (228), 
uiC^szCI K a^CO. Représentant par z le rayon Oï du 
cerde «nscrit au polygone donné, on a CI:=:.R'-^z^ et 
OI^z=zAO^ — AI* : donc \ 

«*=a2l(fi — r) et jc» = il> — J a». 



En faisant, par exemple, ^tos/l, on a Ax/(2r-^3) 
pour le côté du dodécagone inscrît(a36). De même a=:R^3 
donne «=£ pour le côté de rhesagonef ce qui eat 
d'ailleurs connu, etc. 

On peut aussi trouver le côté EFszy d'un polygone 
régulier circonscrit*, connoiasani celui AB=za qui est 

inscrit d'un même nombre de côtés. Car ■ - = g, ■ ■ 

z a 

ou -sr = — . Donc 

y=z et r*t=ll»— .JA\ 



Cest ainsi que «-^Jt^a, donne rci^R^st eijsii^R 
pour le côté du carré circonscrit (287) ; a=R\/3 donne 
pour le côté du triangle équilatéral circonKrit,^=a/i\/3; 
ou le double du côté du triangle inscrit. 

Sao. II est facile de dédniire de ces formules h rmfh- 
fwri approché êa diamètre à la ciretmjirtnce, ou la -demi^ 



\ 
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97. circonférence t du cercle dont ]e rayon est Tunité (a48)- 
Pour cela , posons Jî=i : ( F. n*. 35o), nos équîh- 
tions deviendront 

a 

^ z 

faisant â = i , on a pour le côté du dodécagone inscrit 
07 = ^(2'— y'S) = 0,5176.... Si de nouveau on fait 
= 0,5176.... on trouvera x = 0,2610.... pour le côté 
du polygone régulier inscrit de ^4 côtés. £t ainsi de 
suite. 

Quatre opérations semblables donneront, par exemple, 
o,o654-.' pour le côté du polygone régulier de 96 côtés; 
en mettant cette valeur pour a dans z tt y^ on a le côté 
du polygone Régulier circonscrit semblable ; et multipliant 
par 48 , on a pour les demi-périmètres de ces polygones 
3,1392 et 3,r4io. Comme la demi^circonférence or est 
comprise entre ces longueurs, on aura donc «'=3,i4.*. 
en ne prenant que les décimales communes. 

Pour obtenir une plus grande approximation , comme 
la circonférence approche d'autant plus des périmètres 
des polygones, que Ton multiplie davantage les côtés (246), 
il faudra recourir à des polygones d^un plus grand nombre 
de côtés. Soit en général calculé le côté a d'un polygone 
inscrit d'un nombre n de côtés, on aura pour les demi- 
périmètres de ce polygone et de celui qui e^t circonscrit 
semblable 

i an et — ; r , 

C'est ainsi qa'Arc&imède a trouvé jr=-^, Adrien Mé- 
lius fr=:f4§-<^c dernier rapport, exact jusqu'à la G*. 
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décimale, est sar-tout remarquable en ce qu^il est fonnë 97* 
des trois premiers nombres impairs écrits deux fois, 
ii3 355. Nous donnerons (58 1) des moyens plus rapides 
de calculer w avec une plus grande approximation : voici 
)a valeur de ce rapport, ainsi que son logarithme. 

»- = 3,i4i59 a6535 89793 a3846 26433 83279 
Xs-= 0,49714 98726 941 33 85435 342. 

2. Des Constructions géométriques, ^ 

321. L'art de résoudre les problèmes de géométrie, 
consiste, comme on Ta pu remarquer* (208, 227,...) , à les 
supposer résolus; à rapprocher les propriétés de la figure 
de celles qu'on connoit et qui sont analogues; à lier ainsi 
les parties du système par une loi; et à en conclure les 
inconnues. Ces procédés exigent beaucoup d'exercice et 
de finesse, parce qu'on ne peut donner de règle géné- 
rale pour les combiner. Nous allons donc essayer l'em- 
ploi de l'algèbre : lorsque le choix des inconnues est fait 
avec adresse , on obtient souvent des solutions plus élé- 
gantes; on sait mieux reconnoître leur nombre, et on juge 
facilement si le problème, est possible on non, déterminé 
ou indéterminé. 

Concevons qu'après avoir supposé le problème résolu , 
on ait représenté les parties de la figure par des lettres ; 
alors faisant usage des principes élémentaires connus,' on 
les lie par des équations , qui servent à trouver la valeur 
des inconnues. Il s'agira ensuite d'assener leur longueur 
par des procédés géométriques qui auront d'autant plus 
d'élégance qu'ils seront plus simples et donneront une 
figure moins confuse : c'est ce qu'on appelle construire 
la valeur des inconnues. Nous développerons bientôt tout 
ceci par des exemples. 
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97. 322. Tonte fraction ihonome proposée ne peut être que 

ob t^bc oàcd 

de la forme « = , xss—z — , a?s= — - — ,... car 

c it ejg ^ 

chaque lettre du mnmérateur , comparée à Tone da dé- 
nominateur , forme une fraction qui n^est qu^un nombre 

- . . . ahcd , . , , « h c , 

abstrait : amst ■ .. equiTaut à — x-r-x — xa; 

^J8 ^ J 8 

de sorte qu^on voit que la ligne d doit être prise autant 

de fois qu'il 7 a d'unités dans le produit des rapports 

abc 

T* 7' F 

àb 
5q, I*. La coRstructfon de « = n^offre pas de diffî-* 

culte ; X est une quatrième proportionnelle i c, a et ft. 

On sait la trouver (21 3) ; on pourreit même faire usage 

des théorèmes (221 et 224)* 

cbe , mb 

5g. a*. Pour « = — — , on cherchera une ligne A=-— • 

et on aura x = — i ainsi deux 4^. proportionnelles 

donneront x, 

3*. De même x tss -*^: — se construit en faisant 

ah cd kl 
k= y / = — 7-, et on a « = . Il faut trois 

« / 8 

constructions. 

Et ainsi de suite. 

323. Lorsque la fraction est jpofynomt comme • . . • 

ohc-^ief — Khi 
X c=5 — ! — 7^^ — > "^^ numérateur étant monôme ^ 

abc Stf fthi 
on écrit «srs -; — 4"-~-— ? ■ j 00 construit chaque 

hn * Im Im ^ 

fraction à part , et on a trois lignes à ajouter ou sous^ 
traire» 



CklNSTRUCTIONS. 399 

Cependant si on a x = — — , il sera pins court 

de faire x = ^ ^ , c.-&-4^ de chercher 

une 4^. proportionnelle aux lignes c, a-f>6 et a^— ft. 
Remarquons que la valeur de 9 doit toujours avoir un 
facteur de plus dans chaque terme du numérateur que 
dans le dénominateur : on décomposera jr en plusieurs 
iîactions 9 et on construira chacune. 

324« Si le dénominateur est complexe , tel que dans 

abc+def 
* r= - — - , ■ , - 9 on k rend monôme en réeabnt à un 
aà + ca ^ 

seul terme dont on prend tous les facteurs à velouté ^ 

excepté Pnn qui est inconnu; ici on fera ab-i'cd^zayi 

cd 
d'où jress6-f* • On remarque que les deux membres 

doivent renfermer le même nombre de factenrs. On a 

• sh + def ., / àc , de/ 

donc « = : — ^, i'ou x = 1 :^« et comme 

y est mainCeBant connu, il n'y » plus da.dffîcullés. 

nbc^ + ^h-^m^p , ,, 

Pour X = : — =^ — ; y- , on fera le dénomma- 

fH -^^klç -^ cmd 

leur ^i -^ kl^ '^' cmd z=: fy ; d'où on tire » 

*/ cmd ^ r • 

r ss £ -i* ^— - + ; une fois y connu on a 

aie* qh m^p 



lit choix des facteurs de Pinconnue y se fait quelque* 
fois de manière à rendre les constiuctiotit plus simples; 
un peu d'adresse et d'exercice facilite l'application du 

principe général: ainsi x= ^-j — ; — r— . devient. . . • 

abc -J- c* 

«a= — ^-T -9 ea faisant ma^ — . 
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J70. 325. Les Constructions radicales se ramènent à la forme 

x/(û3) ou v/(«'lt^')- 
\/(a3) est une moyenne proportionnelle entre atXh\ on 
la construit comme il a été dit (223) , on pourroit aussi 
la trouver à Paîde des théorèmes (223, 226). 
^7* Quant à \/(fl*it:5»), c'^est un côté d'un triangle rec- 
tangle dont a en h sont îes autres côtés. Pour x/C^'^+^O » 
on prendra ABz=a^ AC=sb sur deux lignes indéfinies 
AB BC à angle droit; l'hypothénusc BC est v/(«'+*0- 
De même, pour \/(a* — 3") on tracera comme ci- 
dessus les lignes AB et AC^ on prendra AB^b, puis 
du centre B avec le rayon BC:=a^ on marquera le 
point C^ AC sera \/(a* — c'). Ou autrement su rla ligne 
BC'=a comme diamètre, on décrira le demi-cercle ABC; 
puis du centre B avec le rayon AB^szbj on marquer» 
le point Af AC str^ \/(a'— c'). 

326. Pour construire toute quantité affectée d'un ra- 
dical, on égalera cette quantité à un produit ay\ a étant 
une quantité qu'on choisirai volonté, et ^ une inconnue r 
on aura alors xi=s\/{ajr). La valeur de jr se déduira 
wément et se construira par les principes ci-dessus. U 
en résulte que la quantité radicale est formée de termes 
qui ont deux facteurs , ou d'une fraction qui a deux £ic— 
leurs de plus au numérateur qu'au dénominateur. 

Soit par exemple x =1 \^ (* J, on fera 

ab*^cd* -, ^ b* cd* 

-—— = «r, d ou y = -— ; 1 ■ ; on 

p + c ^ ^ p-f-c a{b^c) 

construira y par une 3*. et deux 4**. proportionnelles : 

enfin on aura x = \/(ay)' 

Au reste le procédé général se simplifie souvenf avec 
un peu d'adresse ; ainsi pour ^{ac -{- bd) on fera 



\àz=iay cl'oii^"= et jf = y^fl (c+jr). De même 67. 
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hd 
a 

<x :=z^ àh -f- hc devient a: = ^^a + c) h. Voy, aussi 
(3^9, VI) la construction de \/ \ )? c*c« 

3^7. Quoiqu'on puisse construire par cette voie. . . 
.t:=y^(a*it:^')y cependant la construction du triangle 
tangle donne une solution plus simple : c'est pourquoi il 
arrive souvent qu'on ramène à cette forme les quantités 

radicales. Ainsi, jR=\/(ii'±Atf) devient «=\/(û'^/*)» 
^n faisant jr*=^ d'oà•^r=v/(^^). Une moyenne pro- 
portionnelle et un triangle rectangle donnent x. 

De même *=y^(a'-t-^»-t-c*-^rf\..) se construit ainsi. On 160. 
faitjyt=v^ («'+*») ; sur les côtés AB BC de l'angle droit jB, 
on prend AB = â , BC := b ; lliypothénuse ÂC est y. 
On a «=:^(^'+«'+J'+....); on faity=|/(^"+r') : 
ainsi, sur 7JC perpendiculaire à >^C, on prend CD:=^c, 
et y^D est ^', d'où *=\/(y-M'+....) , et ainsi de 
suite. La dernière hypothéouse AF est x. Voyez pour 

la construction de \/n et ^^ — , n*. Sag , VI et VIII. 

. Pour xzn^^ac — Jg + mq-^-rd)^ on fera indifie- 
remment ou ac — y^ + w^+n/ss^, 

ou bien ac'=y^^ fg^=s z^^ mç =2 t* , rd=u*f 
d'où X = v/( J'' — ^' + '* + «'); ^^ I* construction pré- 
cédente convenablement modifiée donnera x. 

Enfin si on a x = y^Ça^ _/^.±±_), on fera 
^'=/» , d'où JFssy'Ca» — j») : il ne restera 
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iÇo. plus qu'à obtenir y. On fera ^7 4" ^ = ** *^ ^^ + ^ ===^ '^ f 
^ et f se trouveront aisément , et on aura y = ^ — • 

328. 11 suit de U manière dont les calculs entrent 
dans les problèmes, et dont ils conduisent aux résultats, 
que la quantité proposée doit toujours être homogène^ 
c.-à<-d. formée de termes qui ont tous le même nombre 
de facteurs , si ce n^est dans le cas où on a pris une 
Uttre pour unité : car alors cette lettre dîsparoît comme 
facteur. Ainsi , lorsqu'on a une quantité telle que . . 

• ' . > ■' L, , — , ■ ^ * . . . OB doit pouvoir rétablir 

le facteur r =r i partout où il manque pour rendre la 
fonction homogène. Ain^ les proposées reviennent i 

» • —7- — • — , >■ • . , — y qui sont aisées à cona- 

a^ + cr ^ i^J^n^—cf^ ' ^ 

iruîrc. 

En général, le degré d'une formule homogène s'évalue 
d'après le nombre des facteurs de chacun de ses termes , 
si elle est entière ; ou en retranchant le degré du déno* 
Biinateur de celui àa numérateur , si c'est une fractten ; 
ou enfin en divisant le degré de la fonction par celui du 
Radical , si elle en est affectée. Comme les formules du 
premier degré sont construites par une ligne, on les 
nomme de Première dimension i çelleç du second et du 
troisième degré sont dites de Seconde et troisième di^ 
mension, parce qu'elles représentent une surface ou un 
iFolume (34i}- 

3:2g. Appliquons ces principes h. quelques exemples. 
161. I. Partager une longueur AC en deux parties CB AB 
^ saietU entre elles d4tns un rapport donné z=z -^. Soient 
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[4C:=^a,CB=x; on a AB = a—x et— î— — ^ *^*' 

a — X n 

dou â;=— -— — . Sur une ligne ^elconque £C on 

prendra CD = m , £Z) = n , si m et n sont des lignes ; 
si ce sont des nombres , on portera une ouverture de 
compas arbitraire m fois de C en 1), et n fois de D 
en E. On mènera AE et sa parallèle £D ; B sera le 
point cherché. 

II. Etant données deux parallèles BC DE et un point i€a. 
A , mener par ce point une oblique AI , telle <]ue la 
partie IK comprise entre les parallèles soit de longueur 
donnée c= «. -Menons AG perpendiculaire sur DE , et 
faisons AG = a , FG = b j Tinconnue GIs=zx ; on a 

, AI IK (c) -, ^ ^r ac Mw . ^ 

ainsi jTfi^rîl — |/(c* — ^*). On voit d^abord que le pro^ 

blême est impossible quand £ est ^ c , ou FG ^ /AT. 
Pour construire celte valeur , du centre JF" on décrira 
l'arc HIV avec le rayon c, GH sera \/(c' — 3*) ; -^i 
parallèle à FH sera la ligne cherchée , puisqu'on voit 
que IG est 4'. proportaonnelle à ^ , a et GH. 

Il y a une. seconde splution en AI^\ c'est ce qu'indique le 
double signe d^ la valeur de 4P ( F, n°. 332). 

III. Et^nt donnés deux points A «^ B . e^ une droite BB' » i63« 
décrirt un cercle qui pusse por ces deux points et soit 
tangent à la droite. H suffit de trouver le point D de coiw 
tact. Sok doac prolongée la ligne ABtn C, et fait CIh=Xf 
CI=za^ IBsi^bj I étant le milieu dt AB, La tangente 

CD donné (aaS), x^s^iCAx Cfi=(« — *) ( a + 3) 
d'où a::=v/(a'— ^*). Sur l'hypothénuse CI, on tracera 
\e triangle rectangle dont b tt x sont le$ côtés de Fangla 
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i63; droit I en décrivant le demi-cercle CEI y prenant EI—AI\ 
CE sera x= CD. Il y a une 2*^. solution en i)% à cause 
de l'a valeur négative de x (SSa). 
79. IV. Couper la ligne AC en moyenne et extrême raison 
( 227 , VI ). Soit AC = 0, BC = x y AB z=za — x : on 
a par condition\a:*=:û(fl — jp), d'où x= — 5a±:^(fl'-f-^a'). 
Pour construire cette valeur, on élèvera ADz=.\a:=:\AC 
perpendiculaire sur AC\ ÛC sera \/(o*4* i^^) ' P"'* 
portant AD de A en E ^ EC sera x. Il suffira donc de 
faire BCzrzEC, £ sera le point chefclié. Voyei n**. 332 
l'explication de la valeur négative de x. Cette construction 
est d'accord avec ce qu'on connoit. 

164. V. Deux parallèles AE' BF et leur perpendiculaire AB 
étant données, mener une sécante EF^ telle que AC , 
moitié de ABy soit moyenne proportionnelle entre les 
segmens AE BF. Soient AE=LXy ^Fr:=y, AC=a\ on a 
a^ = xy^:\e problème est donc Indéterminé (it6) ^ ^^ 
nombre de solutions infini. Parmi les diverses manières 
de les obtenir, la suivante est assez élégante. 

Soit CDr=ry D étant le point de rencontre de la ligne 
cherchée EF^ avec CD per[jehdiculaire sur AB en son 
milieu C\ II' perpendiculaire^ CD donne les deux triangles 
égaux EDI rDF; ainsi y=r+IE, x=r—lE, d'où 
X'j-ysrz^r. Eliminant y de a'=jr^, on a x'' — 2rr= — cr'; 
r est ici arbitraire, et on a a:=r±:^(r*— a"). On devra 
donc prendre le point D tel que r soit >û,-ou CD^AC : 
le cercle décrit du ~ centre D avec le rayon r donne . . . 
EI^=^\/{^r^ — d'); donc les points E et F d'intersection 
satisfont à la condition , ainsi que E' et F^. Chaque 
centre D donne ainsi deux solutions. 

165. VI* Par le point A mener une corde BAD dont les 

segmens BA AD aient entre eux un rapport, donné = — • 



Constructions. So5 

Menons le diamètre //^G; soit CH~r^ CA=b^ AD—xi iG;'». 
on a HAxAG=JiAxJD, d'où r^—b'==xxBAi mais 

par condition BA = , donc = /*• — ^'. Fai- 

* n » 

sons donc f* — ft* «= i', nous aurons x = 1/ , 

r 171 

qnantité facile à construire : on pourroil lui donner la 

k 
forme ar= — •\/('»«)7 et on auroit à trouver une 4*« 

et une moyenne proportionnelle ; mais on doit préférer 

le prociidé suivant. .Kempla^on» le rapport de -^ pax^ i6G. 

celui de deux carres : pour cela , sur une ligne indé- 

DF m 
finie , prenons DF et FE tels qu'on ait ■ ■ = ; 

décrivons le demi-cercle DAE , puis menons AF per- 
pendiculaire sur DE j et les cordes AD AE y on aura 

AD- DF 'w , , ' . . kxAE 

AE^=7ÏÏ = — C*:^);a.nsi x = — __ ; 

on prendra donc ABz=: k suV AD ^ prolongé s'il est 
nécessaire ; BC parallèle à DE donnera AC = x , (aiS). 

VIL Mener par le point A la corde BD dont la longueur i65. 
soit donnée =f. Conservons les mêmes dénominations, 
nous aurons encore r' — 3* ou k'^c^x x BA ; de plus par 
condition J9y^=r-^x, aissi lc*=(c— ap)«, ce qui rentre 
dans le problème Y. 

VIII. Pour construire ^n , on peut prendre une moyenne 
proportionnelle (aaa) entrez» et i. On remarque (236, aSy) 
que si on décrit le cercle qui a Tunité pour rayon , en j 
inscrivant un carré et un triangle éqnilatéral, leurs câtés 
sont ^2 et \/3. Quant ^ \/5, \/By.,. la construction 
(3^7) s'applique à cette recherche; car, sur Tangle droit 

1. 20 
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i6o. CBA^ prenons AB=2j CB=i, on aura AC=y/èé 
De même , CD = i ^ donne AD z= ^6 , etc. 

IX. L^équation Ai second degré *• -|- par = y , suppose 
tine ligne r prise potir unité (3a8) ; îl faudroit donc rem-^ 
placer ç par fr» ou plutôt par m*. en faisant m*c=:^. 
Cherchons donc à construire les racines de «*d:y«=±m*. 
On pourroit employer les moyens généraux , et construire 

« =— f /i ±«^( m* + i/>* ) ; mais on pcul aussi exécutei^ 
les constructions suivantes. 
^67. 1*. Si on a «* — ptf? =— m», comme m»=jir(/? — x)^ 
m est moyen proportionnel entre x ei p^^x.Si donc 
on élève ^jD =r? m perpendiculaire sur AB = p^ puis si 
on décrit la demi-circonférence AEB sur le diamètre AB^ 
DE' parallèle à AB donne les points E E' pour lesquels 
la perpendiculaire Ef ou E'F' est moyenne proportion- 
nelle entre les segmens du diamètre. Les deux racines sont 
donc x^=r.AF et x=zAT'. 
79*. 2*. Si on a o;^— «p« = m*, comme m est moyen pro^ 
portionnel entre x tlx — p\ avec le rayon ADz=i\p^ on 
décrira le cercle AEE' 9 puis prenant sur la tangente une 
longueur AC-=m^ la sécante CE' passant par le centre 
donne x = CE' et =c- — CE^ puisque m^sszCEx CE' 
. 3*. Si on a x*'^pxv=sdtzm*, ©n fera la même coua* 
tructîon que dans les cas précédens; seulement les racines 
ont changé de signe , puisqu'il suffit de changer « en — jv 
pour retomber sur les équations déjà traitées. 

3. Sur les Signes des quantités , dans Vmlgèbre appUiquit 

h la giomitrie. 

33o. Lorsque deux figures géométriques ne diffèrent 
Tune de Tautre que par la grandeur de leurs parties ^ qui 
y sont d'ailleurs disposées dans le même ordre, on dit 
gue ces figures sont Directes, Si les quantités i^ c, J..,. x 
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tfài cofi^sént la première sont iî'ëes par une ë<iQatîon 72# 
X = Oj eUe a égaleinent lieu pour la seconde. Mais st 
les deux figures différent par la disposition de quelques- 
unes de Icum pavtiês, de soru que, par exemple, on ait 
«=a-^d dans la première, et àe^Tzh-^m dans la seconde, 
on dit alora qu'elles sont Indir9cte$ (*y, L'eqoation X=o 
qui a lien* pour Tune, peut avoir besoin de quelques 
modifications pour devenir ^ppiîcaUe à b seconde; c'est 
ce qu'il s'agit d'examiner. 

C>i a vu (ai8) qu'en nommant «le segmentai) 01? A^O 38. 
ibrmé par la perpendiculaire BD' sur la base du triangle 
ABC on A' BC^ on a, en désignant les cÀtés (3i7) par mhc% 

%n metiapt pour DC sa valeur ^C-^ AD.i=zi^^^ ou 
irf'J94-'^'C=* + *» on trouve. 

^ «> s= &« -f c* — 2bx ou €I»5=b4» «f ^ -f atbx ..•(*) 

Les deux fig.^fiCety^'fCsontindirectespuisque^rrrA — DC 
dans l'une , et jp = JDC -^ h dans l'autre : chacune des for- 
mules (;t) n'est directement appUc^U qja'i l^mif ^'cf^^s* 
Mais la formule (i) appartenant à l'uiie et k l'ant^re, la 
substitution de la valeur de DC v z seule introduit' des * 
différences ; il est visible qu'elles ne consistent que dans 
le signe de ^ : donc l'une doit t^ déduire de f ai|lri en . 
changeant x en — x» 

En gériéraf'^' Si X=;3o et J^sâo sont deux ^c^atious 
enue les f^aaûl^A, «r, i/..,..xqqÂ c9nF«fn(4f43(>$g!acçs 



{*) Camot , qui est IVutenr de cçtte ^.iSq|-«e , wf'd a dërejopnfie 
dans M ^orn^rre db position ^ , nomme eorrpUtives direct^ les 
ficwet directe» et' corretaÙtfèi' Mvêéê les Ofcurei iodîrectef. V/Xf 
suites tiet «xtdUnt ouTn|e* ' ' ' 



3o8 GÉOMÉTRIE ANAITTli^UE. 

indirectes, Xrrro ayant lieu pour Tune, et X'ssope^t 
Pautre^ il faut -qu'il yait au moins une ligne , telle que x^ 
qui soit la somme dans la première figure et la différence 
dans la seconde de deux autres £ et a : de sorte que 
jp = a — b pour Tune et xs^b — a pour Fautre. Or^ 
en peut toujours .concevoir une *3*. - équation JK = o y 
vraie pour Tune et rautre, et telle .qn^on, en déduise 
Xsco oa X' = at suivant quW y mettra b»\-x ou 
b — X pour a. 

Or , ces valeurs de a ne différant que par le signe de x, 
X et JP doivent se déduire l'un de l'autre en '^thangeant x 
en "-X. SMl y avbit plusieurs quantités indirectes, il 
faudroit en dire autant <le chacune d^elles. Il ne reste plus 
qu^à indiquer les moyens de reconnoître ces quantités. 
' Si on fait varier la position des pointé de 1â secondé 
figure pour la rendre directe avec la preàiieré, en com- 
parant les deux valenrs de x, on vtfit que ^ a dû devenir 
^3, de ^ 6 qu'il était ; et comme la variation s'est faite 
en suivant la loi dé continuité ^ il Haut' qu'on ait eu «c=3 : 
ainsi x a dil devenir nul. 
3g. Par exemple, si le point A se meut vers D et dépasse 

ce' point ^ afin que la figure ABC ^soii rêrtdùe directe avec 
' celle A^BCf AD ou x a été nul lorsque À"z passé sur D. 

* * A 

Upoorroit /arrivée que: la, valeur de x: fût jr=* ■ 

A 

peur. l'une des figures et x= ■■ pour l'autre , alors 

•. » » • 

* X aaroît passé par l'infinie C*est donc le prvpre -dès çuanfitis 

.i^recteiJe ne pou^irJirt rendues directes parole mou-- 

¥ement continu des parties de F une, sans se trower dans 

VmtenHiIie devenir zéro où infini. 

m 4 € 1 • 

Itôrs donc qu'on a. une équation X = o entre les lignes 
h c X d'une Jigure , pour obtenir celle %fs=so qui ^mneni 



4 nnejigurè indirecte^ il faut simplement changer :1e sigiffi .-. 
des quantités indirectes. Pour les distinguer y, ilfutut faire 
mouvoir les lignes de l'une des figures^, pour ^Iç rendre 
directe avec Vautre «. et examiner si ^fttelqu'une des lignes 

Ire X passe par zéro ou par l'infini j car celles -^ci 

peuvent seules être indirectes. 

Mais ce caractère ne sufGt pas potkr en conclure si 
les lignes sont indirectes ; car elles peuvent le présenter 
et être cependant directes. Il feat en éutre obtenir dans 
Fune et Taatre, à Taide des notions connues et de la ' 

forme de la figure , des relations , qui ^ coniparies entre 
elles 9 fassent distinguer les quanVt^s indirectes ; car elles 
entrent avec des signes contraires. Cest ainsi qn^après 38. 
avoir reconnu que AD ou A'Dzzzx devient zéro , on doit 
ensuite tirer les valeurs de CD qui sont AC'-^AD pour 
ABC et ^'C+ A'D pour A*BC\ car on voit que AU 
ou X a le signe différent de A'D, 

33i. Pour mieux concevoir ce théorème, faisons^en i68. 
l'application au problème suivant. Etant donnée une. corde 
AD , du point O ^ extrémité du diamètre OB qui lui 
est perpendiculaire, mener une droite. OE ^ telle que 
la partie FE , comprise entre la corde et l'arc , soit de 
longueur donnée. Soient AB =^a, BO =: b^ FE £= m 
et OF=xi nous aurons OF x FE = AF x FD, 
.ouiîi^= {a+BF) (a— BF) :or,^F* = «* —*'; 
donc mx =: a* 4- 3* — jc' , ^'^ù 

Tune de ces solutions est positive ; elle n^oflre aucune 
difficulté et se construit aisément : pour interpréter Tautre, 

changeons x en — > x, nous aurons 

mx = ar« — «» — 3* = BF* — a', ce qui suppose /?JP> a 1 
ou BD, Faisons donc tourner OF jusqu^en OP ; on voit 
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i6S. qu^aloK a i x sont demeurés directs ; mais lonqne OF^ 
passe en D, FE et FD sont rendus nnk ; de plus. • « 
FD = BD—BFet F*DcrzBF^— BD : donc FD est 
in<&ecte par rapport k FD. 11 en est de même de 

AF X FD 

F£' =1», car on a (^21,224), FJB = j;^ > 

j4F X FD 

jv^/ _ ^ , ou FD et F'^D sont seuls indirectes^ 

F'O 

Donc la solution qui convient i h nourelle figure se 

trouve en changeant ici m en — m^ ou ce qui renent an 

même x en ^^ «c* « 

La question admet àonc deux solutions à droite de 
O:^ ( et par conséquent deux à gaucbe) , Tune est don-<* 
née par la racine positive | f autre par la radne négative ,. 
qu^on prend en signe contraire (^). Du reste , il pour- 
roit arriver que la question proposée n'admit pas lea 
solutions indirectes-; c'est ce qui a lieu lorsque le pro-^ 
blême exige que FE soit pris dans le cercle et non au-^ 
dehors s alors les solutions négatives deviennent insigni- 
fiantes. On en a eu un exemple (Sag^lY). 

On expliquera de même les solutions négatives des. 
problèmes VI et VII (Sag). 

33a. 11 est un genre de problèmes qui se rapportent 

à cette théorie tt qui méritent de nous arrêter. 

16g. Supposons qu'il faBle déterminer, d'après des condi-^ 

tions données, un point B sur une ligne fixe CB : poor 

cela , on prendra un point arbitraire jâ , qu'on nomme 



(*) Cet exemple proiiYe que le nombre des solutions d^ane qni 
tion nW pas toujours donné par le d^é de TlncoBnue ; pcmr 
nVn omettre aucune , il faut iàire Tarier la figure , la comparer 
avec toutes ses indirectes, en laissant toujours les domiées fiies.. 
'F^* le problème 337, 4».. 
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ûrigînê , et on cherchera la dUunce AB = x entre ces 169^ 
jeux points. ILpeàl arriver que rë<{iiation X = o , qui 
ftnfenne les conditions du problème , admette une solu-« 
tion négative « = — - a ;^ il a'agit d^expliquer ce rësnkat. 
Il sait de ce qu'on a vu que x s=za répond au pro- 
Blême proposé 9 en y supposant cependant que x devienne- 
indirecte : or ^ si !• poini B se ment vers C pour se 
placer en. B^ ^ AB eeia nnl lorsque B tombera sur A ^ 
ensuhe AB demendra indirecte ; car AB =3 CB — CA 
et AB* = CA — CB'. Sk donc rien nHndique dans le 
problème que le point cherché soit situé à droite de 
Forigine A ^ il est clair que la distance x ^= a, portée^ 
de ^ en jB' , c'est«iÀ-*dire k gauche , y satisfait; On voit 
mtee que la sohitioii négative j? =: — a , indique dans 
JC = o une absurdité , qui provient de ce que , pour 
obtenir cette équation « on a supposé le point cherché . 
placé en ^ |. 4 droite de l'origine ; position contradic- 
toire k ceUe que ia question comporte , puisqu'on a 
donné i la figure hypothétique sur laqndile on a obtena 
l'équation X = o, une forme indirecte de celle qoVlle 
devoit affecter, réellement. Cette erreur est rectifiée en. 
I^açant B à gauche de ^ en B'. 

On doit conclure de M que toutes les /vis que le but 
d*un problème est de trouver sur une ligne Jixe la dis^ 
tance et un point inconnu à l'origine , il faut supprimer 
le signe des solutions négatives que donne le calcul , et en 
porter les valeurs en sent opposé à celui oà on les avoit 
jflacéespour-ébtenirt'éfuaiion. 

C'est ce qpi'on a po reraanper dans le problème ^g^t 
(3^t 11)9 ^^ ^^ ^ ponté aussi l'inconnue G/ de G en P, 
De même pour le problème III , on a pris CD' = CD^ i63, 
et D* a été un nouveau point de contact du cercle 
avec la droite IWj etc. 



« 



I 



3X2 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Qu^nt à la solution négative du problème IV, . . . . 
79- a:= — ia— v/(fl*+ i «\) , elle donne x ~ — CE' ; î! 
faudroit donc porter CE' sur CAf maïs à droite , ce qui 
ne peut convenir h la (|ue$tion ( qui consiste à couper CÂ 
en moyenne et extrême raison) ; cette racmeest donc in- 
signifiante. 

Résolvons encore ce problème. 
169. Sur une ligne AC, quel est le point B^ dont les dis— 
^ tances aux points fixes A tt Cj donnent le produit m^. 
Soit AC =za y CB' iszx^ on a AB* = û — « » d'oà 

x(fl — x) =m* et x = ^flit:\/(ïi»' — m*). 

Il sera facile de construire celte solution qui est dou- 
ble (829^ IX). Si m^^Oy elle devient imaginaire; 
mab il ne faut pas en conclure quMl y ait absurdité dans 
la question, car Terreur peut provenir de ce qu'on a attri- 
bué au point cherché B' une position qui ne lui con- 
venoit pas. Plaçons~le donc en B hors de l'espace AB , 
alors CB =r a; , doune AB z=: jr — - a, puis 

xÇ^x — tf)=im* et j: = -Jaztn/(^tf'-l-m*). 

11 en résulte que i*. si la question exige que le point 
soit situe hors de AB , elle n^est jamais absurde , et ses 
deux solutions sont Tune en ^, Pautre^en E\ celle-là 
provient de la racine positive et celle-ci de la négative 
EC = AB. 

2°. Si la question exige que le point soit situé entre 
A et C y elle est absurde , à moins q««e m ne soit .... 
<< ^ AC : c.-4-d. , que le plus grand rectangle qu'on 
puisse faire avec les deux parties de AC est le carré de sa 
moitié. On remarquera sur-tout que l'absurdité indiquée 
par le symbole imaginaire , résulte précisément d'une 
erreur de position du point B , analogue à celle qui con— 
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duît ordinaîrement aux solations négatives ; ce qui jette 169. 
un grand jour sur la théorie que nous avons développée* 

3"*. £nfin , si la question laisse la liberté de placer le 
point cherché entre A f\. C om en dehors , elle admet 
deu)c ou quatre «olutîoAs suivant que ^ a est •< ou >• m. 
Dans ce dernier cas, le nombre des solutions nVst point 
donné par le secïiurs de Talgèbre seule , ou plutôt Pal- 
gèbre donne en effet tout ce quVlle doit donner , 
puisqu'elle ne rend que ce qu'on lui a confié : il ne 
faut donc que savoir interpréter son langage. 

- 333. Pour déterminer la situation d'un point M sur 17^* 
im plan , on emploie souvent le procédé suivant. On 
trace deux droites quelconques Ax Ay 9 et , par le point 
M ^ on mène les parallèles MQ MP à ces lignes ; soient 
Mil = JP s= AP^ MP^=-y ^=iAQ : si ces longueurs sont 
données, le lieu du point M sera connu , puisqu'en pre- 
nant APs=zXj AQzz^y^ chacune des lignes PM CM j 
parallèles k Ay Ax ^ devra contenir ce point; il sera 
donc à leur intersection. Si ^ = o , le point est situé sur 
Ax\ il est sur Ay lorsque a;=o : enfin pour le point 
A ^ X et y sont nuls. 

11 est vrai que rien ne disant a priori si le point est 
placé dans l'angle yAx^^ plutôt que dans ceux yAx\ y'Ax 
ou x'Ay , la longueur x auroit pu être portée en AP^ 
et de même y en AQ' : de sorte que les quatre points 
M N M' N' satisAlisant aux conditions données, il y 
auroit indécision entre eux. Mais la distance AP étant 
prise en sens contraire de AP^ il suit de ce qu'on a 
dit ci-dei«sus , que ces deux valeurs doivent entrer dans 
les calculs avec un signe contraire : si l'une est -f- x , 
l'autre sera — x ; de même si AQ est -f- j, AQ' sera — y. 
Hous supposerons dorénavant que les x positires sont . 
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Wob comptées de A vers la droite et les ^ positives de A ven. 
la partie supérieure. Ainsi pous les. points situés dans. 

Ij*angU yAx , tel que M ^ x et j sent positifs. 
L'angle yhx' ^ tel fzie N , x eif négoHfet y positif, 
Vangle y'Àx, iSs/ que M', x estpositij et y négatif ^ 
L'angle ifAy'f. tel çue N'» x ef y jontf négatifs. 

La distance AFx=i x s^appelte Abscisse ; PM=y est 
HOrdotmie oit AppU^uie \ ^assemblage de ces deux Ugnes 
est nommé Coordonnées ^ Asc et Ay sont îes^^^s, A est. 
V Origine. 

L'angle xAy des cordemiées est le plus souvent droit ;: 
alors les Hgnes x ti y étant perpendiculaires aux axes ^ 
sont les distances du point Jlf 4 ces droites , ce <|ni^ 
simplifie le discours et faeilite les constructions» 

4* Quelques Problèmes sur Us^ aires* 

334- Un polygone étant donné, construisons ^ en im 
autre qui lui soit semblable ^ leursjaires étant entre elles: 

dans un rapport connu = — > ( t» et it étant des lignes 

ou des nombres). Nommons A Pun des côtés du poly-« 

gone donné , et a son homologue inconnu ^ les aires de^ 

m A* 

ces figures étant d'une part es — e4 de l'autre £=; — ^ 

(262)1 on a — • = — .La construction de la fonnule- 

j65, a^=iA^^ — est donnée (Sag, VI). Connoissant a^ 

il ne restera plus qu'à former le polygone semblable a» 
proposé , a étant homologue à A (â4i). La même cons-^ 
truction a lieu également pour des cercles (^63, 3^.). 
g3. 335. Pour trouer le rapport de deux figures semblablex: 



iofuties ASC..,»*, abc...... on prendra snr tes cAtés d*uil 

angle droit DAE deux parties AB AC égales aux deux i66u 
côtés homologues >9 la droite BC sera coupée par sa per- 
pendiculaire AG en deux segoiens BG CQ^ qui ont le 
même rapport que les figures proposées* 

336. Cherchons une Jigure^ X ifui soit semblable à une 
eutre P , et égale à une troisième Q ; P et Q étant 
donnés. Soient A un côté de P et a son homologue in- 

P A^ . P A* 

connu 9 — çr sas — ^ devimt -r^ = — -^ , parce que 

X= Q. On cherchera donc les côtés M tt N des carrés 
équivalens à P et Q (2S7) » ou deux carrés jtf* et N* 
qui soient entre eux dans le même rapport (Fig. x66)) 

et on aura — *- &9 -»?- j 9tfSL donc 4*- proportionnelle 

à i^, M et A. 
337. Diviser un triangle ABC en deux parties qui soient 

entre etlee dans 10» rapport cemnmzs: — . 

1*. Par une ligne TE perpendiculaire à la base ÀB. 171 
Soient ^ 4P les hases AB AE des triangles ABC AEF ^ h y 
leurs hauteufs CD EF ; leurs aires sont ^bh ixjr j à* où 
FBBC s= g (M -— aey) : ainsi la condition prescrite donne 

. .,^ =— . Les triakidei semblables AEF ACD 
bh — jçy n ^ 

;c a 

on trouve 



donnent -^ es — 9 «n faisant AD ^ « ; éliminant y 
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=^/. 



41^ — — X* n W m -^ n 

Si ou trouvoit x ^ a ou ^ ^D , le point £ devroit 
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171. être placé vers jH, de l'autre côté de jD ; c'est ce çpi 

a heu quand — est > ■ , ou ■ _.-, . 

* n b — a DB 

a,; Par une ligne menée du sommet, V* a56. • 

3**. Par une ligne parallèle à la hase ; ce problème 
rentre dans celui du n*. 334- 

*7^* 4,0. Par une ligne DF menée par un point donné D. 
Désignons^ AC par b , ÂB par c , la parallèle DI à AC 
par y, AI par d , enfin l'inconnue A F par x. Les 



triangles semblables AEF DIF donnent A E =1 



x+d' 



et comme — est le rapport donné des triangles AEF 

CAB , on a (264) — 1= — tstî ttt 9 donc lorsque le 

^ n AB X AC ^ 

point donné D est au-dessus de AC^ on a 

/ fcm (x + </) "srzjnx^. 

Mais si ce point est dans le triangle ABC en D^ , 
les figures deviennent indirectes (33o) ; et , comme en 
faisant mouvoir Dl pour prendre la position D' l' ^ x b cj 
ne deviennent ni 00 ni o 9 AI ou d peut seul changer 
de signe. CVst ce qui arrive en efîet , pubqu'en com- 
parant AI = IB — AB avec AF = AB — PB , on 
voit que AI et AF sont indirects. II. suit de \k que 
lorsque le point donné est en D' dans le triangle, Vé— 

.quation ci-dessus n'est vraie qu'après avoir changé 

d en — d. Donc. 

bcm (x — J) =y» J^. 

Enfin , si le ppint donné est en D" , au-dehors de 
ABC y en faisant mouvoir D'P pour prendre la position 
D"!"^ AF devient AP^ et Ci', /'/'passent seuls par zéro 
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fn F. On verra aisément que D^l" et DT sont 17a» 
indirects, ce qui oblige de changer le signe de / dans 
la dernière équation. On trouve ainsi 

en rapprochant' ce cas du premier, on voit que d tij 
sent devenus indircurts ensemble. 

Si on demande qut Découpe t'arigle F^AE' , on verra lyS. 
en fai^ni toamer'iDF pour se placer en DE\ que AF 
passe par zéro ainsi que AE. Ces quantités peuvent donc 
seules être indirects , , et le sont en effet , ainsi qu W 
peut s'en assurer. Il faut donc changer x en -^ « dans 
notre première é^ation , ce qui interprète la racine né- 
gative qnVlle fournit (F. 333) ; ce cas rentre dans U 
dernier. Au reste , chacun d^eux peut être traité séparé- 
ment ; mais telle est la généralité de Tanalyse , quMl n« 
faut que savoir comprendre son langage pour en dé- 
duire toutes les circonstances que présentent les problémeab 

338. Trouver F aire z jt'vn triangle ABC connaissant no. 
les trois côtés , BC zz a. y AC =zb ^ AB = c. Soil 

AD s3 « » OB a (ai8)'>x= » — , ; or le triangle 

u4BD donne l?fl=v/(c*— x*) ;• donc x = l b % BÙ 
devient r = ^ v^/4^V*-:- (**.+ c* — a')'}. Le radîcâd 

affecte la difTérençç de deu)C carrés ,. qui équivaut (97, 3^.) 
4 (a^r + 3*+<r* — a») (a^c — *• — c' + o*), 

•a à {(^h^cy—a*} [a*— C*~0"} 

mais ces facteups éprouvent k leur tour la même décom* 
position, et on obtient 

ou f en iaisant k périmètre « -f- A -f- ^^=^ ^/^ t 
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ïio. ^ = \/{p ip—^) (.p — b) (^p — c)]. 

£n remontant au n^. 3i8| on trouye pour le rayott 
âvk cercle circonscrit au triangle 11 = 



4^ 

46. Quant au rayon r du cercle inscrit , les aires det 
triangles AOS AOC BOC élaiit {en i 3r, ^ar, la 
tomme est x=pr^ d^ou 

ces formules se prêtent facilement au calcul logarîth-* 
inique. 

339. Construire- un rectangle dont Paire soit donnée p 
ainsi que la somme ou la dijffirence m des deux côtés a^a^ 
cens: Soit p*^ le carr^ é^at au rectangle cherché ^ x tl y 
ses c6tés I on a x^ = p* et a: tfc j^ = ni : éliminant ^ » il 
vient »* — *?n« zsz'^p'* ^ équation dont nous savons cons- 
truire les racines (829 « IX). 
' 340. Trowef deux lignes x et y, qui soient dans 
te même rapport que deux pnralUlogrammes donnés. 
B b étant leurs .bases f H h leurs hauteurs « 6b 

X BH 
doit avoir — := --^-. Si on donne x ^ une c^astructiôn 

^ facile ( 3:^2 ) (era connoître y ; mais si ces lignes sont 
inconnues^ Tune est arbitraire, et on peut simplifier 

en pir^ant jr sn i ^ d'où x = -^ f x est alors qua- 

trii'me proportionnelle h h^ B eiH.Ct problème reviemt à 
construis un rectangle. hx dontia hauteur^Yk est donnée , et 
dont Paire équii*aut à celle d'un autre rectangle connu BH. 
341 • Pour construire les formule^ d^ deux dimensions , 
on le.% rpdnit à deux facteurs BH {^voyez ce qui a été 
dit 3^6) Y Tan représente la base, rairtre la hauteur do 



1^6ciangle dont Faire a pour valeur l'expression proposée. { 

ainsi pour x =i\/ I cd («* — ^') } i on fera 

fl* — A* = B* , ^cd=z H : Its longueurs B et H se- 
ront faciles à trouver | et ;r = BH sera Taire d'un 
rectangle connu. 

Mais si on veut que l'aire soit un parallélogramme ott 
un triangle,. r... comme la base et la hauteur ne suffi- 
sent plus pour le déterminer , le problème admet une 
infinité de solutions, à moins qu'on ne donne une autre 
condition , telle que l'un des angles , ou le rapport de 
dtnx côtés, etc« 

Peur former un triangle équivalent au cercle dont le^ 

rayon est il = ^r — ^ on prendra R pour base ëï 

une ligne h égak à la demi-circonférènct pour hauteur, 

ou A=:»il=^tf 1/ — par approximation. Ces valeurs 

te construisent par la fig. 166, (Sag^VI). U restera ensuite 
à tracer un triangle dont une des parties est arbitraire, 

34a. Pour évaluer l'aire d'un quadrilatère ABCD , 174" 
abaissons les perpendiculaires DE =: A, CF s= A% sur la 
h2s^AB^a\ faisons j^£ = ^ , SFs=^,d'où (^59) 
l'aire €FED = { ( h + A') x («— 5 — *^ ) ; de pliis , 
on a ADEz=:i^bh^ CBF zsz 1 1/k :.on trouve enfin pour 
la somme des aires, 

ABCDznzl (fl — h )ih' + ia — ^)A. 

Cette formule d'une application facile doit être modifiée 
lorsque la perpendiculaire DE tombe hors du quadrila- i?^* 
tère, car alors il faut changer le signe dfe (; de même 
pour ^', lorsque la perpendiculaire CF est dans le même 
cas f comme on le voit fig. lyS (33a). 
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5. Propositions sur les Volumes^ des Corps. 

. . . , . » 

'46. ..343. Nous avons. comparé (298, 3^4) l'aîre et le 
volu^ie du cyUndre à celui de la sphère : comparons-la 
au c6ne circonscrit qui est engendré par la révolution 
du triangle équjiatère IKH autour de BH, On sait (319) 
qu'on a IH = 2lB)= 2R y 3] de plus (248). . . : . 
cir. IB = âjrJR \/3 ; enfin l'aire du cône (1289) est c= Gw/l" , 
ou 6 fois l'un des grands cercles, et double de la base qiiî 
est SttR^i donc qttR' est l'aire totale dû cône. L'aire du 
cylindre vaut six grands cercles, celle de la sphèf)? en 
vaut quatre , celle du cône neuf. Donc Vaire du cylindre 
circonscrit è ' la* sphère est moyenne 'proportionnelle entre 

celles de la sphirc et du cône circonscrit^ 

'■ • ... • 

Ce qui vient d'être dit pour les aires du cylindre et du 
edne circonscrits à la sphère , est eificéfe vrai pdtir leurs 
volumes , qui sont entre eux cpmitie leurs surfaces (3i4}- 
Ces propositions se vérifient aussi pour le cylindre et 
le câ;ie inscrits à la sphère , c.-à-d. engen(lres par le carré 
et le triangle équilatéral inscrits au cercle générateur. 

344* Toute formule de trois dimensions se réduit à 
un produit de trois facteurs x :s=: ABC , qui sont les 
dimensions d'un paraliélipipède dont le volume esl égal 
à X. On peut d^-aîlleure construire- cette formule par un 

cube, un tétraèdre,, un cylindre C'est ce qui 

constitij^e les problèmes relatifs à la , Cuàature, On verrai 
aisément ce qu'ils ont d'indéterminé. 

345. Nous donnerons ici ,' par l'analyse , les valeurs 
du volume du tétraèdre et de la sphère. 

Soient S la basç, et H la hauteur d'un tétraèdre ; 
partageons Jf en 12 parties égales , par des plans parais 
lèles à la base et distans entre eux de 1 , ce qui sup* 
pose H =3 711 ; puis construisons des prismes extérieurs 
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cemme il a été dît (809). L^aire 5 d'une des sections 

«st (370) donnée par -ç'= "777? ^ 0^ ^ = "ST' ^ étant 

la distance du plan au sommet. Ces distances sont ici 
successivement £ ai 3/..... nij ainsi on â pour les aires 

des sections —, -^-, -^^> • • • -gr ' ^^ ^^'^^^ 
que la somme des volumes des prismes extérieurs est 
-ff: (i"*+ a* 4- 3» + . . . + n*), qu'on peut mettra 

(407, III) sous Ja forme -^jr- . ■ ' • — , ou 

•_-. ('';. Mettons -r pour n, et designonji 

par a Fexcès de cette somme slir le volume V du té? 

traèdre, nous aurons 1^4- # = ^ 5/î + ^ 5« + f -^, 

dont la limite donne l^= ^ 5H, puisque « et i sont 
d'une petitesse arbitraire. 

346. Lorsque le triangle ABC tourne autour de sa 1761! 
base AC ^ il décrit deux cônes opposés par leurs bases; 
leurs volumes sont (3io), ^ v,BD^.AD pouf ABD^ et 
J 9.BD\DC pour SDC : la somme est ^ w.Bl)\AC. 
Abaissons la perpendiculaire AP == jR sur le côté BC, 
les triangles semblables CBD 9 CAP donneront. . . *> . 4 



(*) Si on regarde chacune de noê serons comme le baae •up^riem** 
d^mi priime , on formen la série des prismes intérieurs , il suffît done 
pour aToir leur somme de changer ci^dessns n en n — I . Cette sommé 

■ 

45*1*3/1 an» — 3/1 4-1 , ^ , ..^ , 

est I y ^ , dont la ditfierenoe avec la pre« 

miira est «Sï , à cause de i7 := ni. On retroure donc la m&m^ 
différence entre ces deux sommes que précédemment (3o9) , oe qiA 
prouve qu'*eUet ont pour limite le Tolome du tétraidre. 
1. II 
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I77r = ~7ïi> ^'°" BD,AC z= R.BC ; ainsi le volumcf 

engendre par BAC est ^ % R.BD.BC, Or la surface 
décrite par jBC , que nous désignerons par surface BC , 
est celle d'un cône , et = ^ £C. Cîr BD z=z w.BD.BC i 
donc le volume engendré est = J JR. surface BC. 

Si le triangle ABI toumef autour de AC^ on a 
volume ABC =±^A surf. BC^ 

« 

n^îume AIC = ^ jR surf. IC ) 
donc volume ABI =r= ^ JR surf JRT. 

Oest-4-dire que le volume engendré par un triangle qui 
tourne autour d^un axe quelconque tracé dans son plan par 
son sommet et hors de sa surface , est le produit d* l'aire 
fue décrit sa base par le tiers de sa hauteur. 

^jj^ ht théorème ci-dessus a également lieu lorsque U 
triangle générateur ABI tourne autour d^un axe AH^ 
parallèle à sa base BL En effet, le vohime engendré 
est le cylindre décrit par BIKD , plus le cône ABD ^ 
moins le cône AIKy ou w BD^ {\ AD + DK — ^ Ak]^ 
ou %BD^ X\DK^ ou enfin ^ ^P x surf. BL 

iA5. Comme on auroit facilement le volume engendré par 

le. |0lygone circonscrit ABD , en décomposant son 

aire en triangles dont le sommet seroit au centre , il sera 
aisé d^en conclure que le volume de la sphère et celui dtf 
segment sphériqut sont le produit du tiers du rayon par la 
surface de la sphère ou de la calotte. On retrouve ainsi 
les valeurs connues (3i3)t 
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X. Des Smusj Cosinus ^ Tangentes^ etc. 

347. JusQU^ici nous avons plutèl évalué les mcbh-* 
bui^ çn lignes qu'en nombres; cependant on sent que 
texacûtu4e des solutîon& graphiques dépendant de la per-^ 
fcctlon àfi& îastrumeûs^ et de Padressie avec laquelle on 
les emploie , il doit ^tre préférable de recourir à dt% 
nonvbres^ ^ afin d'obtenir des approximations aussi grandes 
qu'oi^ veuU On a réduit touu^s les figures rectilignes 
^n triangk qui est la plu3 simple ; et les opérations Géo- 
désiques les plus compliquées se réd'uisent , en dernière 
analyse , à des résoluXions de triangles , c.-4-d. à la re- 
cherche de la valeur numérique des diverses parties qui 
composent les triangles. La Trigomomitrie est la doctrine 
qui enseigne ce$ sortes de calcubu 

Il est nécessaire de trouver des équations qui lient les 
anglef d'un triangle à ses côtés ^ afin que plusieurs de se$ 
parties étant dontiées , on puisse trouver les autres. L'in- 
troduction des angles dans le calcul exige quelques pré- 
«cautions , parce qu'ils ne peuvent être rapportés à la même 
tinité que les lignes. Les géomètres ont évité l'embarras qui 
ré&uUeroit d'une double unité, par une remarque assez 
«împle. L'angle UCA seroit déterminé, si la position d'un 178. 
point quelconque du côté BC^ l'étoit par rapport au 
tôté AC^ Décrivons donc du sommet C ^ avec un rayons 
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X78. quelcoaque CK^ l'arc KG; Tabscisse CI et Torclonnëe IK 
rectangalaires ( Tune de ces longueurs sufBt, parce que le 
rayon est connu ) détermineront le point Kf et par con- 
séquent Uangle C; arrêtons-nous à cette disposition. 

^79* L'abscisse CV d'dn point quelconque B de la circon* 
férence s'appelle le Cosinus de l'arc AB; l'ordonnée BD 
en est le Sinus; on définît ainsi ces lignes : le sinus d'un 
arc est la perpendiculaire abaissée de l'une de ses extré^ 
mités sur le rayon qui passe par Vautre : le cosinus est la 
distance du pied du sinus au centre,. 

•7"' Si on eût élevé HG perpendicnidire sur CAj et par con- 
séquent tangente en G^ l^une des longîjeurs GH et Cfl 
auroit aussi déterminé l'angle C et Parc KG ; on nomme 
HG la Tangente et CH la Sécante de cet arc ; ce ne 
sont plus, comme en géométrie des lignes indéfinies. La 
tangente AT d'un arc AB est la partie çu^ interceptent sur 

-179« la tangente menée à l'une des extrémités de cet arc ^ les 
deux rayons qui le terminent : la sécante CT est le rayon 
prolongé jusqu'à la tangente. 

Lorsque l'arc EB^ complément de AB^ est déterminé,* 
AB Test également : on peut donc fixer la grandeur d'un 
arc AB f en donnant le sinus GB , la tangente EM ou la 
sécante CM An complément BE\ c'est ce qu'on nomme le 
Cosinus , la Cotangente et La Cosécante de l'arc AB , pour 
désigiler le sinus, la tangente et la sécante de son com- 
plément. * 

348. Le rayon étant donné , la grandeur d'un angle 
ou d'un arc dépend de celle de son sinus, ou son cosinus , 
ou sa tangente , ou sa sécante , ou sa cotangente , on sa 
cosécante, qu'on désigne par les caracténstiques «Sm , Cos^' 
Tang^ Sec^ Cot^ Cosec. Nous pourrons donc^ dans les 
calculs, introduire les arcit et les angles en nous servant de 
ta même unité que pour les lignes droites / but que notu 
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nous étion» proposé. Mais, avant de faire usage de ces 178* 
considérations, comparons ces lignes tngonométriçues entre 
elles, et cherchons les équations qui les lient , puisqu'il est 
évident qu'une seule étant connue ^ les autres en dépendent^ 

Le triangle rectangle BCD donne CD*'+-BD^=CB^ j lyg^ 
CD est le cosinus , DB le sinus de Tare AB = a , ÙB est 
le rayon jR; donc 

sin'ii 4- cos*ii = il» . . . . (i). 
Le triangle rectangle C^ 7 donne CTy^CA^-^AT^ 
sec*as=tang»a*4- it* .... (a). 

Les triangles semblables CBD ^ CTA donnent ^ 

CD CA CD . CB 
= — T=r et -^7-7- + -T=r» 



BD AT CA CT 

Usina ^^ 

ov lang a =s ■ . . . {3) . 

^ cosa 

wtc a = ■ . . . (4)' 

C05 a 

Cette demiire formule prouve que le rayon est moyen 
proportionnel entre le cosinus et la sécante : du reste , les 
équations (1), (a) et (3) suffisant pour exprimer la simi- 
litude des triangles CBD, CTA, la 4** ^^^ ^"^ c^"'* 
séquence des trois autres. Ainsi, on ne doit pas regarder 
ces quatre relations comme distinctes ; elles n^ équivalent 
qu'à trois. On peut même s'en convaincre directement 
en déduisant Fui^e quelconque des autres par Télimination. 
Ces formules doivent aussi avoir lieu entre le sinus, 
le cosinus, la tangente et la sécante de Tare EB com* 
plémcnt de AB ; on peut donc y changer ces quan- 
tités respecilvement en cosinus, sinus, co tangente et 
cosérante. Mais on peut aussi trouver ces relations directe-» 
ment : car les triangles semblables CBD ( ou CBG ) et 
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_^ Rcosa. il» ^^ 

r5)...colAc= — : et cosec^tcs — :_*..{b)> 

sip o sin a 

CCI rottltipUant les fonpules 3 ^ $, pu comparant les 
deux triangles CTA et CME , on trouve que le rayon est 
mo)'en proportionnel entre la tangente ét^ la cotangente o\\ 

langax co.tac=JRi* .... Ç7) 

Enfin le tmngie rectangle CME donn« CM^zrzCE^-I^EM^^ 
cosec^a c= JR". -f- cet* a. . . . . (8) 

34g> Ces huit ëijuations (^) ( qui 9' en renferment que. 
cinq distinctes ) servent à trouver Les quantités sin a ^ 
cos 0, tang a^ cot a 9 se^ 0» cosec a, lorsque Tune M 
connue. Il suffit d'un peu d'attention pour cela , et d'ui\ 
calcul simple pour éliminer. Par exemple , (i) donne le 
sinus quand le cosinus est tonnu, et réciproquement i. 
tar sin a:=\/( A'— et» "û), et cos 'fl==v/(il' — sin lu). 
De mémç , (a) donne la tangente quand ojn a ia décanta 
at réciproquement, etc 

Parmi ces combir\aîsoils , nous distinguerons la suivante. 
\ cause de son utilité : cherchoos le cosinus, étant donnée 

R* 

la tangente. De (4) on tire cos a = — — f et comme 

sec a 

(a) donne secii = ^/(JR»-}- tang'n), on en çonçlnt 

^* 

COSa = rm — ; ri-. . . (ilj, 

^/(A»-f tang'a) ^^'^ 



(*) Oo appelle ^D le sinus verse de Parc AB i il ci| 
s£ il •<— ooi a : ceue quantiié en de pctt d'*ti9iig;rv 



• • 
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enfin (3) donnant ilsma=:€osax tanga, on a 17^ 

jRtanga 
V^(A*-hteng*a) ^ ^ 

35o. Parstn a, cos ^t ••••!! f^ot entendre te sinus, co« 
sinus 9.... d'un açç dont la longueur est a, le rayon ëtant 
fixé =i{ : or, cette longueur dépend du rapport de Tare a 
avec le quadrai^, et sa détermination exige un calcul. 
Mais on peut ordinairement Féviter , car lorsqu'on em- 
ploie les aros pour mesurer des angles, le rayon est tout- 
à-fait arbitraire : alors ce n'est plus la longueur absolue a 
de Tare qui entre dans les calculs , parce qu'elle est pro-i 
portionnelle au rayon ; de sorte que si la circonférence est 
grande , Tangle est mesuré par un arc plus long que si 
le rayon eût été moindre. Les sinus sont aussi inégaux , 
mais leur rapport avec le rayon es^ la même, puisquTbn 

a* - = . Le rapport du sinus au rayon s'appellie j^g, 

le Sinus naturel; il- a ppur valeui^^le sinus àèt Tare sem- 
blable pris dans le cercle dont le rayon est un^ puis» 

^ sina _ . . 1 

que sm a et — -^ — sont alocs équiyalens. 

Concluons de Ik que i*. lorsque 1c rayon sera ainsi, 
arbitraire, ce qui arrive U plupart du tems, pour sim«« 
plifier le^ calculs , nous ferons H s= i , ce qui donne 

sin ^^i-jr cos *4^ i , tang *a -4- 1. = sec *a , tang a. cot a = t^^ 

sin a I cos a 

I3nga= , SCC4| = — 9 COttfcr-: — -, 

^ COS a COS a sin a 

1 tang a 

cosa= — TT-, ;:t sm a = — ; — —2 -. 

y (»+ ung'fl) y (t+ ung'tf) 
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i|78. 2,*. M^is la supposition . ii r= I , rendant les ealcnk 

propres aux cas seulement où le rayon est arbitraire, si 

on veut rétablir les formules dans Tëtat plus général ou 

le rayon /{ est quelconque , on y remplacera sina, cos a,... 

sina cosfl .' 

par — — - , — g— , • , . , ou plutôt on y distnbuera des 

puissances convenables de R de manière à produire l'ho-* 

mogénéitë (328). 

3*^. Lorsque le calcul ou Texpérience aura fait connoftrf! 

la valeur numérique sin a du sinus d^un arc, pris pour 

un rayon R , on aura celle du sinus de l'arc a' semblable 

dans le cercle dont le rayon est Rf en multipliant par le 

sin a sin a' , 

rapport, du i •'. rayon au ^* ; car ■*-= — = —g; — donne 

R „ 

&m a = -^-- X sm a\ 

• R 

4^. Puisque, dans la mesure des angles, le rayon est 
arbitraire , on nVmploie pas la longueur absolue des arcs. 
On a coutume de diviser le quadrans en loo parties égales 
qu^on nomme Degrés ou Grades; chaque grade est lui^ 
même divisé en cent parties qu'on appelle Minutes ; 
chaque minute Test en cent Secândes. Ainsi, i8^ 54^ 55' '^ 
désigneront 1 8 degrés 54 minutes 55 secondes, ou i8% 545S. 
Telles sont les dénominations usitées dans la mesure àes 
angles. Le rayon est d'ailleurs arbitraire, on ne désigne ainsi 
que le rapport de Tare au quadrans, ce qui suffit pour fixer 
la grandeur de l'angle : ainsi, i8** 54' 55"== o'?,x85455. 
Par sin tf , on n'entend plus que le sinus d'un arc doi|( 
a est le nombre de degrés. 

[179. 35 1. Jusqu'ici notre arc AB est << i^; mais faisons 
mouvoir le point B ie A vers EHA^K..., pour lui faire 
décrire le cercle entier , et suivons les variations qu'é-» 
prouvent le sinus et le cosinus. En A le sinus =ro^ 1^ 



» 
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QOMnDs:= -R. A mesure que Tare AB croit, le sinus aug- 179^ 
mente , le cosinus diminue , jusqu^en JE ; le quadrans AE 
a R pour sinus et o pour cosinus. 

Au-deli de AE , le sinus décroît , le cosinus augmente ; 
on voit que, pour AH\e$ triangles HIC=zBCD donnent 
HI=:BD; ainsi, le sinus d* un arc est le mime ^ue ceUd 
de son supplément. La même chose a lieu pour le cosinus , 
car IC'=CD; seulement lorsque Tare est ^ i^le cosinus 
est négatif (333). Pour la demi-circonférence AEA' , le 
sinus =rOf le cosinus =— A. Au-delà le sinus croit de 
nouveau, et le cosinus diminue ; l'un et l'autre sont né* 
gati&.... On continuera aisément. 

Quant aux autres lignes trigonométriques, on pourrôit 
suivre de même sur la figure leurs variations et leurs 
signes ; mais il est préférable de recourir aux formules 
(3) 9 (4) 9 (S) 9 (6) 9 puisque l'on vient de reconnoitre les 
états successifs du sinus et du cosinus. On verra donc que 

sin 0=0, coso=:JR, donnent tango=o, sec o=i{, coto=r«o ^ 
sin I rrJR, cos i'/=o, • • • • tang x =00 =sec 1% cot Vzzzo. 

Bans le premier quadrans tang a , sec a croissent avec a^ 
cot a décroit ; tout est positif. 

Dans le second quadrans, tang a, sec a décroissent , 
cot a croit avec l'arc a, etc. 

Dans les quatre quadrans, le sinus et le cosinus reprenant 
les mêmes valeurs, on voit que tout arc plus grand que le 

fuodranSf a pour sinus f^ cosinus ,- tangente ^ la même 

valeur, en étant 200* autant de fois qu'il est possible. 
Seulement il faut avoir égard aux signes; ceux du sinus et 
du cosinus sont connus et servent à déterminer les autres* 
Ainsi , sin 257* = — sin 57*; tang 643* = tang 43*, ^ic 

Lorsque l'arc ^^ est déterminé son sinus, son cosinus ,... 
\c sont : mais l'inverse n'est point vrai ; ainsi , le- sinus 
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17g. BD appartient non-seulemént à Parc AB, mais aussi h 
son supplément AfI et à ces arcs AB et AH^ augmentés 
d'un nombre quelconque de cir^aonfércnces. Tous ces arcs 
pe donnent que deux angles stipplémcns l'un de l'autre. 

On fera le même raisonnement pour tes cosiQus, etc 

En regardant l'arc AF comme ëunt de sîgnje conj^raire. 
k ABj on voit que 

8ili(-a).=T-6ioii, cos(-a)=zcosa, tang(-<-a) = -tangiX9... 

a. Formules générales, 

352. D'après ces notîôtks ptéliminaîres , on voit que 
la résolution des triangles est renfermée dans un nombre 
convenable d'équations entre les côtés et les angles. C'es^ 
cette recherche qui va nous occuper. 
179. £n prolongeant BD^ on a BD = ^ BF, ainsi le ^nus 
d'un arc est la moitié de Iq corde d^un orc dojuble. 

Si BF est égal au rayon , il sera le côté de l'hexagone 
régulier inscrit (^36) ; BAF sera le sixième de la circon-. 
fcrence, et BA sera le tiers de AE. Le sinus, du tiers 
iu quadrans est donc la moitié du rayon. Les. formules. 
1 , 3 , 5 , donnent 

sini7=i/l,cas>=iV3,taBgJ/=A,cotJ'?=*v^3^ 
on connoit aussi sin ^''9 ... puisque cos|'7=:sin^7 : d'où 
•in 1^=^111/3, C08 ffe^/l, tangffc/lv/3, ^o^§'=-/3'^ 

X7U. 353k Lorsque l'arc AB est de 5o<^ ou la moitié- de AE 
le triangle CTA estisoscèle , ainsi on a ATz=: AC , ou lek 
tangente de 5o^ est égale au rayon. Donc 

tartg 5o*= B = cot So% cos5o*s=5^/l\/2= sin 5o*. 
tangiSo*=:-^jR=cot tSo^sin i5o^=:|JRv/:i=— ces iSo». 
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394* ^^^ CAB un triangie rectangle ert A\ si à\in ^tAp 
îinglc aigu C avec le rayon CK":^ i , on ddcrit Tare ATG, 
f t si on mèt^e le sii^Us Kl H h tai^çnte 06, €/ sera le 
Cosinus èe C: or, les Iriik^es setiAJabies GKIy^ CMC,, 
^^nj CJf CB CK CB CG CA 

CABdonn^m ^/= ^J' TI = b2'' GH= M^ 

4'où CA^CBx cûs tî, ^^ = Ci? X sîn Ci 

et BAs=zC4x uo^ C^ 

(Celle-ci est le ^otient de la aecoiide dhrijsëe par fi^ 
première ). 

Donc j i^. Un. r4f^ de Vnngk droit est k produit de Vhy-' 
pothétiuse par le cosinui de VûHgie aigu compris • . . (y^ 

a?. Un côté de l'angle drcfit est le produit de l'autte eâté 
par fa tangente de Vangle aigu adjçceni à celui-^i . . (I?) 

Nous rrprêsenteroos dorénavant les angles par A^ B 
ft C j ei les côtés qui leur sont respectivenient opposéi. 
P^r ajb et c. Ainsi a élaat Phypothénuse , on a 

k^= a co% C ^ e^s^ucoB B=i asm C, • •(/#). 
css^taogC [b) 

Ce son^ les formules qui servent à la résolution des triangle» 
rectangles, ainsi que nous le développerons bientôt. 

355. Sk de Tangle B du triangle quelconque AB€^ ott ijGm 
ibais&e la perpen£colaire BD^ Pangle B sera coupé efl 
deux angles qui seront les cpmplémens respectifs de À 
et C, Nos théorèmes ci-dessus donnent BIhisABx sin A^ 
BD = BC X sin C t d^où ^ sin ^ = a sin C eu« . . é 

■ = — T— • De même en abaissant la pcrpendîcu- 

a c 

Mire de C ou de A^ on auroit = — r — ; donjç 

a Q 

sin A $înB sin C ^ 

■ - _ ' ' =^ — I — — — : — vO 
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il 76. Ainsi, foui triangle a les sinus de ses angles propor-^ 
tionnels aux côtés opposés. 

En désignant par x le segment DA (218), on a. • • 
0* = 3* 4* ^' — a &x ; mais le triangle rectangle BDA 
donne DA = BA x cos A ou xzi^c cos A'^ donc 

fl»=z:3* +#»— aJ^cos^ (D) 

38. Si la perpendiculaire BD tombe hors du triangle, fl 
faut -^ ^lBx au' lieu de — ^hx. Mais comme alors Tangle 
BA' C est obtus » le cosinus devenant négatif, le signe de 
'^2.bc cos A redevient positif, et se rétablit de lui-même. 
Donc notre formule s^applique à tous les cas (33o). 

;i8o. 356. Soient deux arcs y^J3==«, BDz=fi; cherchons 
les sinus et cosinus de leur somme AD et de leur dif< 
férence AK. Menons la corde DK , au milieu I de 
laquelle le rayon CB est perpendiculaire ; puis les parallèles 
£i, KH k ACj et les perpendiculaires DP^ IG, BL 
et KO; DP est le sinus de AD = m + fi; KO est celui de 
AK = « "— /S ; les cosinus sont CP et CO : ces quatre 
quantités sont les inconnues du problème. 

On voit que DE •= EH; DE et IG ont donc pour 

somme IG-^-DE^ ou I>P = sin («-|~/^) 

et pour différence IG—DE =HP, ou KO = sin (*— ^) 
De même El étant la moitié de HK , 
oh a PG=GO=EIj ainsi CG et El 

ont pour somme CO=cos(« — fi) 

et pour différence . , CP = cos (« +/8) 

Donc sin(«±/ô)=/G±DJE:; cos («iiô) = CGzpf/. 

11 ne reste plus pour obtenir /(r, D£, C(r , £*/ qu^à 
appliquer aux triangles rectangles CIG , DEI notre théo- 
rème {A). Il vient IG = CIx sin « , JWÏ = D/cos « , 
puisque Tangle EDIz=:m; or , i>J=;:sin /S et C/=cos /!} 
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les sinus et cosinus de « et /8 sont les données de la !&>• 
question ; ainsi , on a 

IG ss IC X sin « = sin « cos ft 

DE = DI X cos « = sin /8 cos « 

on a de même CG ^ss CI x cos « = cos « cos fi 

El = JDI X sin « =3 sin et sin fi ^ 

d^ou sin («±1/9) =2 sin et cos fi ± sin fi cos « (E) 

cos (« zt /9) = cos M cos /S ^ sin « sin /8. • . . •(F) 

Ces quatre formules servent de base à toute la théoria 
des lignes trigonométriques : ri le rayon au Heu d'étre=i ^ 
étoitA, on mettroit simplement Hpour diviseur des seconds 
membres ( 35o , 2!^,), 

357. Faisons « = /8 dans ces formules; en prenant U 
signe supérieur , on trouve 

sin (d«) = A ;in « cos « {G) 

cos (a*) = cos *« — sin ' «= 2 cos '« — i . . . (H) 

( en mettant dans celle-ci i «— cos^« pour sin*« )• 

Telles sont les valeurs du sinus et du cosinus du double 
de l'arc « (*). 

35& Si on regarde dans ces équations sin m et cos m comme 
inconnus, et sin 2m ^ cos 2m comme donnés, il faudra, 
éliminer entre elles. Mais comme le calcul seroit com- 
pliqué, on préftre employer au lieu de la première 9 

{*) Pour iToir les liniif et oonnni de 3«, on frit /l=9«9 oe 
bm donne nn 54:=wi«oof9«4-'iinaacos«, cm 3 « := itc. j 
mais il finit mettre fcm lin a « et ooe a « leurs Taleun, €t 3 Tient 

SQ 3« = 3im« — 4iîn'4, cm 3# =4^'*"^^^^'* 
n est ûié de Toir qn^en réiolTuit cet équations par rapport à iia « 
rt GOf « , on auroit les pinuf <t oMîttua du tien ^ on obtîcadlQÎt de 
Même etmx de 4« «t i«i etc.) ^cty, cè-aprti (358)« 
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% = cos ^ -f- sin ^« ; alor» en ^oi]^^nt f/, ou tti soiis^ 
trayant, on obtient de suite 

â cos V :;:;: î . -t- COS 2 «, 2 siki '4 3= i -^ COS 2 le. 

Si donc on change ici a « en «e 9 ce qni est permis , on à 

1 //i + cos*\ . « //i — cos«e.\ , • 
cosi«=J/ (^ ^^ j, sini4=^ J/ (^ 2 j..(i) 

équations qui donnent les sinus et cosinus de la moitië 

d^un arc. 

35<^ DVisons run.e par TsMXtre Les formuFes E et Fj i\ 

siri (« dl= fi) sin « cos /3 dz sia /S cos a 
vient — i_-_i-= . ; — 'y or, si on 

'^os (« ±1 fi) cos « cos |9 zç: sin « sui /S 
divise les deux termes du second membre par cos m cos fi ^ 

en remarquant que tang « == , on obtient (*) 

tang (. ± 6) Jt"3JL^yi± . . . (K) 
° X H= tang « ung /3 - ^ 

qui donne la tangente de la somme et de la différence dé 
deux arcs. En faisant « = /9, on a celle du double , 

oot a bot A IZr t 
(*) On obtient d« même cot ( « ± 18) =: 1 . 



un fiât « ^ 5o* I comme tmg ioP rs t , U vient 

o V — / 1 ^ tang /l • 

Le mfime cakaL ilnnhtfa attal^ en. employant Ici **«-«*«V JC 
dP| avec leii aignea oonvenaUeS) 

w(»4"i§) oot â 4- oot « tang <» + tang â 

' i|in^« — fi) qot^— GOt« "" tang 4 — tang i^ * 

iin ( : jr g ) Oot g + cot • ^ tang « 4^ tang fi . 

cp§( .:f.c)j "^ ±1 + 001^ oot U *" i^ ung 4 tang A 

^f» (^4**) i^ oojt ^ — tang o ^ I — lang a tang B 
•o»(«— ifc) "* «>t|t*^tang«^ "" ,i-t-taQg«tanfi9 * 



J 



tang 2 « = ^ — ... (X) ijOf 

£n divisant Tune par TaUtre les ëipiatiohs (i) , il vient 

36o. Reprenons les équations (£); en les ajouunt et les 
sotistrayant , il vient 

siil (« + /S) + sin (« — /8) = à sin « ces /S 
sin (« 4- >8) -r-*in (li — /l) = a sin /S cos m 

et divisant ces formules Pune par l'autre ^ 

sin («-f-/S)-|-sin (« — /d) sin # cos /S tang « 
sin («4*^) — sin (« — ^) cos« sin /9 tang /8 

Si donc on fait «4-/^=5Cettf-*/8a3jB, d'où (107) 

é I ■ • Il fcl..llll 'Il • ■■ l.hi ■ ■>■■■■■»■■ — ■■■■■■IMI ll> 

(*) Te mènifS calcol tur 1m équatioDft £ ^ F* oombin^ a a a 
donne dÎTcrset autict fonnalcs j elles sont de pett d^usa|^e ) ce qnl 
nous déiermine à les mettre sim|^enient en note , ainsi que qud^ 
^nes-ones déjà obtenues : elles ne savent guère qu^à remplacer dans 
certains cas des additions ou soustractions , par des monômes formÀ 
de plusieurs facteurs, afin de pouToir j ai^li<{uer It cslcul loga* 
lilhmique. 

on yf 4*sin i? s= asin i (^ + i?).cot ; (A-^JB^) 

cos ^ 4- cos i9 3; acos U^ 4- i?).cos ; (^ — B) 

cos ir — COI ^ ss asîa : (^ + H}. sin ^^ — i?){ 

Cri fiûimt ji s ipo* dans les deux pr«iiiè|ie«r et 4 = o àtm les 
Autres, il Tint 

i 4-sini9 = asin(5b»+ ;^).çQa(5o»--; ^) =;:aik-C5o« +i3) 
i-^sin^=:asin*(5o«— ;ir} = acos-(5oo + ;^) 

a+cot^saoos*;^, I — aof.^ = aiiia«{^. ..,(/} 
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g sin C + sin B Ungj {C + B) 

'^ ' sin C — sin B~Ukng± (^C — B) 

On a vu (355) que -r-^ = -j- d'où on tire (73, a«.) 

-: — :^ : — = = r> "équation précédente devient 

sinC — sinxF i? _ ^« * * 

donc (en remarquant que A '{^ B -{^ C z=si aoo^, donne 
i(C + *) = ioo»-i^,) 



• « 



. .(JV) 



c— 3 UngH^^^) 
3. FormeUion des Tables de sinus , cosinus,..* 

36 1. Jusqu'ici ces formules sont stériles pour noos ; 
car pour les appliquer ii la résolution des triangles, il 
fandroit connoître les sinus des angles donnés, afin dVn 
introduire la valeur dans les équations; ou bien, lors- 
qu'elles sont destinées à faire connoître un sinus , il fau- 

En effectuant divenes diTisions , on en tire 
- ^ . ]5-=tangi(^4-^); 55 :3 =coti(-rf+ ^)j 

cos^ — oos/r 
_jj-^=t.ng.(5oo + |i?)i __j = co|.M. 

t>4-gm*g _ «n'(5oo4-}ir) i-^gmiT _ ÉÎn«(5o«— ^^) 
I + C08^ ^ ' co«»|-irf î 1— C08^ "" «n'i^J» 

On peut, an reste, Tarier «es formules de bien des manières; il 
«st inutile de n<$us étendre sur oe sujet ^ on peut consulter Vlnir* 
è tAnttL des in/. d'EuTer. 






^bh )>btrvc(ir «n délire Tangk correspcmdafit ! de Ht la 
néeeskké de former Wkt uble i|ui donne les sinus, co^ 
skrÊê-, * . '. lors^o^MA «onnott les tioinbnBS de degrés des 
arcs , et rëdproquenient. 

n résulte de mOs éniuations i ^ 3 et S, que si les 
sinus ëtoient connus, un calcul trè»-simple donneroit 
lé eosikttts^ k fângeme et la eotAigente c«atespondà\m ; 
on auroit aussi la sécante et la cosécante , mais on les ^ 
comprend rarement dans les tables ; ftiéme il n'est nécessaire 
de calculer les lignes trigonométriqufs que jusqu'à loo**, 
puisqu'au-del4 elles se reproduisent. 

On remarque d^ailleurs que sîn a =cos (loo* — 'o\.„ ; 
ahui lestables ne contiendront tes sinus, cosinus , tangentes 
et co^ngentes que fusqu'è 5o degrés. Cest nînsi que le 
cosinus de 60* est le sinoi de ao, et que la cotangente dé 
175* =£^-^fang 75^ î-t -i-. ébt à5*. Voyons donc à calculer, 
les sinus tet cosinus jnsqu'À So* t pour tous les arcs com- 
pris dans le quadrans partagé de degré en degré ou de 
minute en minute , etc. 

■ 

Concevons qu'après avoir pris un rayon d'un nombre 
arbitraire d'unités , et divisé le ' quadrans en degrés , 
minutes et secondes, on ait obtenu le nombre d'unités 
contenues dans les sinus et connus de chacun de ces arcs 
jusqu'à 5o*; au lieu de composer la table avec ces nombres, 
pour h commodité des cakub, on y inscrit lëairs loga- 
rithmes. Comme les sinus sont pins petits que le rayon » 
il convient de supposer le rayon d'un assez grand nombre' 
d'unités, pour que le sinus du plus petit arc de la table 
soit plus grand que un, afin d'éviter les logarithmes néga« 
tifs (91, I*.). Dans les tables ordinaires, les^arcs procèdent 
de 10 en 10 secondes, et le eayoïi a -10 pour logarithme * 
ou X ii = 10, A = 10 iniUiards. 
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seront ^, f v* au sînus qu^on vient de calcalerpour So^; 
et de plus, comme sin 10^=0,0157^9 on a 



2 cos I o' 



V= g ^ '♦999997 

pour multiplicateur constant , diaprés )a loi apz — -^* 

On vérifie aisément leâ résultats en appliqiiam directe^ 
ment d'espace en espace les formules des sinus et cosinus , 
« dz /S , et A« ; et en pratiquant d'avance et par le même 
procédé les calculs , «oit de degré en degré , ^oit autre- 
ment. 9tt reste nous donnerons bientôt des voies plus 
expéditives et plus sûres pour parvenir à la confection 
des tables : celles-ci suffisent pour les faire concevoir ei 
remplissent notre but. 

I 4* Résolution des triangles, 

1 78. 363. Premier cas. Triangles rectangles. Les deux formules 
A et B donnent la résolution complette des triangles rec- 
tangles; car elles comprennent les côtés a , i, c et Pangle 
aigu C; ainsi de ces quatre quantités deux étant données y 
on peut en déduire les autres. Il seroit même aisé dVli- 
miner C et d'en tirer la relation a* = &* -|- c^ si souvent 
employée. 

Il se présente deux cas , suivant qu'on donne ou un côté 
et un angle , ou deux côtés. Faisons (35o) le rayon = R 
dans les équations./^ , puisque dans les tables XJt = 10. 

Rb = a cos C . . . (1) ; 
Rc^zb tang C . . . (a) 
a* szzb* + c\ . . . (3) 

.1*. Etant donnés un angle aigu et un cSté , les deux 
autres c6tés sont seuls inconnus , puisque Pautre angle 
.178. aigu B = 100^ — C. Il est visible que les équations i et 2 
résolvent Te probltoe et donnent chacune uh côté. 



Soient^ p^r exemple, Ces 87% :»3, elfc=r4S» ^4 nikres^ 
Les formules i et 2 donnent 

£/{ =s 10 U ^ if 6583930 

U =3 3 eSaiS^Sa Xr ung C = ^, «20898a 

O . ^c»5 c = 10, 0789385 — LR = 1*0, 0000000 

.Xfl e=c 1, 7373^15 Le = it 4792913 

Doue a 3t:S4) 616 mèt.^ et cisSo, x5o met. Cette opération 181 . 
peut scrrip à tfopver la hauteur BB' =atf d*un édifice dont 
le pied Bf est accesfible. \te oakal se vérifie en changeant 
iPînconnaes, comme p. 81 • 

2*. Etant donnés deux côtis^ la formule i ou 2 détermine 
Tangle aigu € , suivant que- Thypothénuse a est ou n'est 
pas l'un des côtés donnés. La 3^. donne le côté inconnu. 



Le calcul logarithmique s'applique aisément aux équa* 
lions I et 2. Quant à la 3*. , si a est donné , on a 



AfaLs fX'a est inconnu , il faut d'abord cherther Pangte aigu 
C à l'aide de (2), puis en$uite'(i) donne o. 

364. Deuxième cas. Triangles obliquangles. Il y a quatre 
tas à considérer ; 

1*. Etant donnés un côté et deux angles, le 3*. angle 
est connu', et on emploie les équations (C, 355). 

^ sin ^ = ff sin B,\ . (i) , 
c &inB:==zh s\vk\ C . . (2). 

' Son, par exemple, (=44)656 met., A^^i^fi&y C==8d*, 16^ 
d'où on tire B c= 78% 19 , on a 

£* = I, 6498708 Lh= I, 64Q8798 

L sîn. ^ ^=^ J^ 7842982 £ sin C zs g, 9705095 

6*. XsinjB sas IQ, 0260009 C^jLsènj9=s to, 0260009 

£a = 1,4601789 Lc^ss 1, 684^02 

donc a = 28, 802 met. , et c s= 4^9 ^^7 ^^' ^^ ^^^ ^'^^ ^^ 
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i8i. Toir qn^on pent par là mesurer la distance BfQ de C â 
point B' inaccessible , mais visible. 

On peut aussi trouver la hauteur BB^ eé la distance B'CI 
d'un édifice dont le pied est inaccessible et imnsible ; car 
en mesurant une base horisontale AC et les angles BC^ 
et BAC ^ ijuVIle forme avec les lignes dirigées vers le 
sommet ^, on calculeia le câté BC* Aiots dans le IrîaDgle 
rectangle BB'C^ en connohra BC et TangUt^CS' (qu'an 
pourra mesurer quoiqu'^on ne puisse pas voir, le point B^ , 
parce que B'C est horisontale)»: oi% ea concluia les s^^ 
UuTsde BB' eiB'C. 

a,^. Etant donnas deux côti^ et un angle apposé à VMtn 

38. é^eux. Désignons ces données . par c a et ^ , on a 

. " ♦, . c sin A 

c sin A = a sin C , d'où on tire sin C = y ce 

a 

qui ramène au cas précédent. Or la xaleur de ^îb. C corre»^ 

pof|^ à deux angles C et O supplémens ; de sorte qu'on a 

pour solutions les deux triangles BCA et BOA^ $i Tangle 

donné A e$\ ohin$ ^ C est S|igu ; et si le problème, n^est pas 

absurde , on doit avoir a^c. Lorsque a est aigu et a ^ c, 

C est encore aigu ; il n'y a donc .qu'une solution. 

Désignant par p la hauteur ,Bl) 4u triangle , on tire de 

Ap 
BADj Bpz=. c sin A^ d'où sin C=:-^^ OiT si 9 ^ étant ^ c 

a 

on a p := a; on trouve sin 67 = il* ', et Tangle € est 

droit ; il n^y a qu'une solution : ^ >> « r^ni. si^ C > /{ ^ 

et il y a absurdité. 

Donc tant que le côté a opposé à l'angle donné n'est pas 
plus petit que l'autre côté donné c, il n'y a qu'une 5oia-« 
tion. Si a ^ f , il y en a deux ; à moins <fat a ne soit 
aussi </?, (qui est le cas d'absurdité)^ ou szs/? (il n'y 

qu'une solution ). Tout ceci s'accorde avec ce que lc% 
cotisidcrations géométriques ont fait connoitre (ig8^« 
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?•. Etant donnés deux côtés et V angle compris. Soient 
.''/, 3 et c les Jonnccs, la formule N (36o) devient 

. ... ; : (c_i?) = f:=i cot M. . . (3) • 

c '^ o 

f] . ' !reia \i valeur n de Pangle ^ (C — if) ; er 

\ .t t .1 'f r.i.Tiplémcnt de \ (C + j5) = m, puisque 

{ (.T^ + iV + 6) r:::: 100**^. donC OD a 

d'fH* C—.fn^n^ B = m — n. Il ne restera plus qu'à 
trouver le côii' a par le procédé ci-dessus. 

On peut an reste déterminer directement ce côté a sam 
chercher préalablement les angles et le faire servir au 
contr;fire à ti'ouver ceux-ci. £n effet, reprenons la for- 
mule D , ajoutons et soustrayons abc 9 puis mettons pour 
I •» cos A sa Taleur asin* ^ Aj (358 , 1) ; il vient 

a- = {b-cy + 2àc{i^cosA)^(b-cy\i + ^^^_j:^^ I 

Cela pose , on cherchera rangle ç qui a — ■ »■■ 

(^ — c) 

pour carré de sa tangente , ce qui est toujours possible , 

puisqu'il y a des tangentes de toute grandeur : la valeur 

de a deviendra (3 — c) ^/(i+tang'^) ou (3^-^) sec ^^ 

ou enfin , en rendant la formule propre an cas où le rayon 

est Rj 

R (*— c) asini^i ^ ,^ 

Le calcul logarithmique pourra aisément s'appliquer : 
on aura d'abord tang ^, et par suite cos ^, ptiis a. Voici 
un exemple auquel nous appliquerons ces deux pro- 
cédés. Soient ^ = 87,812 mètres, ^ = 71, $77 mètres^ 
^=45% 48; d'où * + <: = 159,389 et 1;—»= 169235;^ 
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3g^ Premier procédé. Deuxième procédé, 

L (c — ^)= 1, 21045^3 



X CQi i >^ =» io,4a8o485 
C*. L {c-j-bj = 3,7975416 

j( tang R 3= 9,436k>424i 
d'çù m = 77% a& 

^uîs C = q4% aai8 
£ c= 00% aoSa 

Xc:=? I9Q435530 
lsinj4z= 9,0163493 

C. Xsîn C = 10,0017916 
Xfl= 1,7616948 



l^=r 1,043553^ 
Lb :=? 1,0847735 

X (^r) = 3,7983^74 

iv^(*f>= i|8^i637 

X^=: Q,3oio3oo 

L sin ^ -^^c= 9,5436354 

O: L (1:—*).= 2,7895477 

X tang ^•«= 10,5333768 
d'Qu^s8i%864é 



■ i^i 



i^sr"*^!»» 



LR (c; — è^ =. 1 i,aioi 

C'. X cos ^ = To, 55 1 2428 

Xa. 5=; 1^7616901 

Ces deux résultai donnent 0z:^,5yf:jfB^.mi%Tt9. 

^. Étant dùmiis trois cétdi. Jk>mr oJbteoic Iflm de» 
angles, tel 4|ue ^, llr &vt encore secovrâ i Vé^«MpiLi>> 
qui donne 



cos y4z=z 



2bc 



Or, celte expression présente le même ihconvénîent que 
dans le. cas précédent, piatce qu^elle ne.se.prjtc; p93 aa 
calcol logarithmique» Mai^^ si on met po«^r. cos A celle 
valeur dans sin' -5-^18=^(1-^ cos ^)^ on trowvo 

**"^^ = 4Ï^ ^ 

et comme \% numérateur est b différence de di^ux carrés 
(97, 3*^.), il vient en rétablissant le rayon A, 

{a -f-c — h) {a^h — c) 



siiiJ4=«llv?| 



i^c 



'■>) 



Cette équation remplit déjà le but proposé; mais, elle 
devient encore plus simple en rq>réscntant le périmètre 
du triangle par 2/^ = a -)- 3 -{- c ; car on obtient 
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sinM:^ilV{ ^^L^^ } -(4). 

^A doit être ^ 100* , et la question n^a (|u^une ablu- 
tion (35i). 

Soient, par «itempli», rsnoSfSSy mèt.^ Â=io6,836inèt. 
#t> « =9 14^,985 met. ; d'où a /? =? 353,178 pièt. et 
^-^*=569,753in.| jp-^ ap: 73,93211^, « />-r«s= 33,6o4 10. 
9onc 

L (p^^b) =i I98435629 X (p-^a ) = i|52639io • 

£ (/ --^ O) 55t 1,864700^ llp-^C ) Z^ 1^8647009 

O.Us9 5,97ifaaa4 C. Za c^ 3,8447094 

C Le s = 3,^66qi . Ç, /^'=^ 3,9PS66oi ' 

Minioe=3 i,665i2o63 so^n)e.=;.X,dax46i4 

Oo prend la moitié et on ajoute to , et tl v)«nc 

X sÎQ -J^ s;: 9»83;26o3i j^ iIq | i[ = 9,6 1 07307 

Donc A c=; 95% a336 Bz= S'6% 5 1 87 

Qn Irourera db même CtaeSi**, a477f ^ ^^ calcvl se 
vérifié par b condîtiaBr^.+jR 4- Csc= aoo\ 



38. 



5. Quêb/ues propositions, dt^ Géodésie, 

• 

365. La plupart. des problèmes de Géodésie se réduisent 
^ des résolutions de triangles , qui maintenant ne peuvent 
présenter de dilBcultés. Nous en ofTrirons ici quelques-una 
qui sont remarquables et d^an usage fréquent. 

I. Tromper la distance AXl entre deux points Vun et i8a. 
Vautre inaccessibles. On mesurera une base quelconque BD^ 
et les angles que font avec elle les rayons dirigés de ses 
extrémités B t\ D, vers ^ et C: on résoudra les triangles 
ABD et CBDf (364t i^) ; ce qui donnera les distances 
•AB BC du point B aux points inaccessibles A et Qf et 
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•I 76. 3®. Un côté et les angles ; comme a := - . , en 

sm. JD 

mettant cette valeur dans r sa a a J siti *C, il vient 

. , sin^sin C 

sm h 

1 74< VI. Soit un quadrilatère ABCDj désignons par a, h tt c^d 

les côtés et par (^) , (^r)..^* ks aqgles fermée par les 

côtés a ^i h, b et £,.... En projetant AD DC ei BC sur 

>^B, on a AK:=zdcos {ad)^ EFz=etos (ce), FB=î*cos(<i3); 

et comme AS~a;=. AE + jEJP + FI? , on obtient 

az=^b cos (a&) -f- <: côs (ac) ^- Jcos (lo^ 
de même h^s^ a cos («6) 4- ^ côs t^) 4- ^cos {bd) 
c)=za zos. {ac) ^ b cos {bc) -|- i/cos (cd) 
d^=ia^0s{ai) -f âco»(^^^c«s(tfiO 

- en remarcjuant qné les protections qui sont soiistractives 
• ont pour* facteurs des cosinus négatifs. 

Multiplions ces équations respectives par a è c d, puis 
de la première , retranchons la somme des trois autres ; il 
viendra 

a'ssJ'+^'-f^ — a ^ *i^ çoî^ (j^c) -|- Mcos (M) + cd cos (cd) \ 

on auroit aussi 

c^^z=a^'\-b*'{^'^2fabcos(;ab)+adf^s{ad)+bdcos{bd)\ 

. Et ainsi des autres côtés. 

Le même calcul s^applique au pentagone , etc. En géa^ 
rai, dans tout polygone pîan^ le carré d'un côté fufihonpte 
est égal à la sofnme des carrés des autres côtés , moin» 
deux fois les . produits deux à deux de ceux^ 9 par le 
cosinus de V angle qu'ils comprennent. 
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CHAPITKE III. 

INAITSE APFLIQU&fi AUX COURBES ET £M PARTf CUI.IER 
▲ LA LIGNE DROITE ET AU CERCLE. 



t. Équation ék ht Ligne droite. 

366. Mou^ avons ru (333) que la poshîon d^un point i83. 
M sur un plan est déterminée par ses coordonnées ; on 
peut de même donner le cours d'une ligne, droite ou 
courbe , par une équation. On nomme équation d*une 
ligne BMZ , la relation qui a lieu entre les coordonnées x 
et y de chacun de ses points : de sorte que si on conçoit 
que l'ordonnée PM se meut parallèlement en glissant le 
long de Ax^ et que sa longueur varie en même tems que 
celle de Tabscisse, de manièlre que cette équation entre 
X et ^ soit toujours satisfaite, l'extrémité M de l'ordonnée 
décrira la courbe. 

On peut envisager l'équation de la courbe comme ren* 
fermant deux inconnues x et ^; chaque valeur qu^on 
prend» arbitrairement pour «, donnera au moins une 
valeur correspondante pour^; x=a\ répondra kjr^h, 
«=0' à^=j',.... cette équation indéterminée fera donc 
connoitre une infinité de points ; le système de tous ces 
points est la courbe même ; et on peut employer ce pro- 
cédé pour en trouver divers points , s'assurer de la figure 
qu'elle affecte et des particularités que présente son cours» 
C'est ce qu'on verra souvent par la suite. 
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170. Cest ainsi que yz^h est visiblement Féquatioxi d^unti 
droite M JV parallèle à l'axe Ax , A(^ étant '=ib\ y : — o 
est Féquation de Taxe des x. De même, xz=za est celle 
A^FM parallèle à Taxe Ay ^ AP étant = 0; et a:== o es4 
celle de cet axe lui~mê.me. 

367. Maintenant cherchons Péquation d^une droite quel* 
conque, 

« 

184* 1^- Si elle passe par l'origine , telle que^y^iV , en quelque 

point Z>, A',... qu'on abaisse les ordonnées DC y PN^-,. on 

1)C PN ^ . . 

aura toujours -jrr, = -jjj = . . . Soit donc a le rapport 

constant de chaque abscisse à son ordonnée , l'équation de 
la droite AN sera 

y = ax. 

Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, comme 
dans l'un quelconque APN de ces triangles , on a (354) 1 
PN=:APi3ingA] on voit que a désigne aussi la tangente 
de V angle que la droite fait avec l'axe des x. Plus l'angle 
NAP croît, plus a augmente : si la droite, telle que AN' 
fait un angle obtus du côté des x positifs , a devient 
négatif, et l'équation prend la forme y = — ax; mais 
ici a est la tangente de l'angle N'AE. 

Mais si l'angle yAx n'est pas droit , le triangle NAP 

, sin NAP y _ , _ 

donne -^ -mr^ = -=^ = a : donc alors a est le rapport 

sni ANP X '^'^ 

des sinus des angles que la droite Jait ^avec les axes 

coordonnés. 

a^. Si la droite est quelconque telle que BM^ en faisant 
AB = 3 = l'ordonnée à l'origine , et menant AN pa- 
rallèle à BMy l'ordonnée PM ou y se compose de MN=:à 
et de PNz=zax\ donc on a 



«!;':» 



i^r 
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calior. ' y r=: ax -^ b. x84' 

h seroit négatif si la droite étoil telle que B'M\ 

zzod 

gj ^. 368. Les quantités x et y qui entrent dans Téquatioii 

d^une droite f sont appelées Variables; a et b sont des 
Constantes : mais on sent que a et ^ pourroient varier 
eux-mêmes, et c^est ce qui arrive lorsqu'on fait prendre 
à la droite BM une autre position. On veut seulement 
désigner par là que a et b restent les marnes , lorsque la 
li^ne étant fixe , on passe d'un point à un autre. jr—ax-\*b 
appartient à toutes les droites , et elles ne ^e doivent dis- 
tinguer entre elles que par les valeurs qu'il convient de 
prendre pour a et b. 

L'équation la plus générale du premier de^ré 

B Û 

'>fy + Bx + C = o, équivaut à j'^: —x ^, qu'on 

peut écrirej^=flj:-|-3. Prenant AB:=ib^ et menant BM 
de sorte que Pangle BEA M a pour tangente, la ligne BM 
aura jr = ^ix -f- ^ pour équation ; on voit donc que toute 
équation du premier degré appartient à une droite. On 
peut aussi la tracer en déterminant deux points de la ligne, 
à l'aide de deux abscisses quelconques AC — i w , AP:=^n, 
Puisqu'on B l'a()scisse est nulle , en faisant x= o, on 
doit trouver Vordonnée à Vorigine; de méme^ y =0 donne 
le point oà la ligne coupe Vaxe des z. Ceci est général 
quelle que soit la ligne, droite ou courbe. On peut donc 
se servir de ce théorème pour tracer facilement la droite ; 
:r = o, donne ^s=3=z=^JB; de nyéme ^- = 0, donne 

« = — — r= AE. Par les pouits E tlB ainsi déterminés, 

on mènera EB qui »era la ligne cherchée. 

Cependant si la ligne passoit par l'origine , ce procédé 
s*ro>t insuflisant : mais on feroit «=:i=:Cyf, «t pa «i| 
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iâ4- concluToit y isia'=: CD. U seraiwii de s'exercer k décrire 
les droites ^oi répondent à des équations données , telles 
que a^ + * = ^»J^= — 3 + jc,^ = — «■— i, etc—.^ 
afin de reconnoitre aisénitift la dtspositiem d^one droite 
diaprés Téquation qui lui appartient. 

369. Tromper V équation d*une Aroîte équipasse par âeuae 
points donnés. Soient ^ ^ y' les coordonnées da premier 
point , ce que nous exprimertfns dorénavant ainsi , le 
point (x' , ^' ) ; soit de iDiînre ( a/'' y" ) le secoitd point. 
L^ équation de ta ligne esxysrsax^h^ a et ^ sont inconnu^* 
or, puisque la droite passe par le point ( ^ J^ ) i si on 
fait X =£= j/ ^ on devra trouver y =y' , partant 

y:=sa^^b devient y* = ax' -f- b 
refxanchaiit pouf éliminer 3, on trouve 

y—y't=za (« — «0---(0 

Cest réquation qui appartient à toutes les droites qui 
passent par le point (x' J^)^ et qui ne sont distinguées 
entre elles que par la valeur de a. 

Mais notre droite passe aussi par le point {x'^y" ); 
on trouve de même y" — ^^ c= a ( a/' — ap" ) , d'où 
on tire 



a 



<K^ -<*-• v' V^ •»« V^ 



370. Trower Vangh que forment deux droites entre 
elfes j ces droites étant données par leurs équations. . . 
i85. y=zax + *i y = fl'«-f- b' s soient BC la première, m 
l^ngle qu'elle fait avec Ax ; DC la seconde. Menons BE 
parallèle k DC, l'angle EBx=:m' est celui que DC fait 
avec Ax ; ainsi a = tang «, «' m tang «'; Pangle cherché 

e.t y=.»^»'. Or on a (359) uog V= tang.-tang.^ 

v-^j -» i-f tang «tang»' 
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a' 



donc t^ngP = — -— ; (a) i85i 

si a=a' les deux droites sont* parallèles puisque F=ro, 
ce qui est d^ailleurs visible. Si aa'+i=o, tang .K=:ao , 
ainsi Fangle F est droit; donc la condition, pour quft 
deux droites soient parallèles ou perpendiculaires^ est 

^ = ^ Ç3);aa'+i=o (4) 

371. Par un pmnt donné ^ mener une droite qui soit 
parallèle , ou perpendiculaire à une autre droite , ou çu£ 
JasMe aufte elle un angle connu. Soient ^ = «r -f- ^ IVqua— 
tîoa de la droite donnée , j =3 a'it 4- b' celle de la droite 
inconone , il fiiut en déterminer a' et y, D^abord , puisque 
celk--ci passe par le point donné ( ^t J^ ) 9 on a 

Si la droite doit être parallèle k la première, on fera 
a=zaf; si elle doit lui être perpendiculaire , on fera . • 

wif -1-1=0 ou 0^=:*— — ; si elle doit enfin faire avec 

a 

elle un angle dont la tangente soit donnée et = m , on 

tf — • a _. , a —— m . , • ■• ^ 

aura m = : d où a' = . Ainsi requa- 

i+tfa' am+ t 

lion cherchée sera 

(5) . .^-y ==«(«— xO si la droite doit être parallèle. 

X6). .r-yss^ ^(:r— y)t .si die doit être perpendiculaire. 

a 

(7) • 'y'-^'= r- (*— «'ysi elle doit faire un angle donné. 

(8)« .^— ^'r=^^^(«— ^) si elle doit (aire un angle de 5o% 

a3 
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372. Trower le point de rencontre de deux drtnUs 
données. Soient ^ = ox 4- ^y y^=' of* -|- ^ leurs équa- 
tions. L^x peut bien être le même pour ces lignes dans 
toute leur étendue ; mab alors 1^ diffère ; et réciproque- 
ment. Le point où elles se coupent est le seul pour lequel 
j; et^ soient les mêmes* Si donc on élimine ces variables^ 
on aura les coordonnées du point de rencontre : ce calcul 

h' —h a!/ -^i^b 

est facile; il donne x =— » v = r-- 

a — a' "^ a — a 

• En général , si on élimine x et y entre les équations 

de deux lignes droites ou courbes, on obtiendra les 

coordonnées de leurs points dUntersectioni c^est même pour 

cela qu'en faisant ^=9, pu x:==:o^ dans Téquation d'une 

ligne , on trouve les points où elle coupe les axes coordonnés 

des X ou des jr^ car ces équations sont celles de ces axes. 

i86« 373. Trouver la distance entre deux points donnés» 

Soient ( «' » ^' ) » ( *" » J^' ) ces deux points situés en M 

-«t JY. Menons MR parallèle à Ax^ et le triangle recUngle 

NMR donnera MN* = MR^ + AZV» : or , on a 

JV«=2VÇ— JlfP=y'^-:r' ; Mit=^Ç— ^ft=a/'— «'; ainsi 
la distance cherchée MN^zJ" e&t 

^ = ^((*»~x')»+0'»-jr')«) (9) 

De même, la distance AM du point M à l'origine 
est /•= l/(a/*-f j'*). 

Si les deux points dévoient être situés sur one droite 
^iV" donnée par son équation ^ = ox + 3 ; x' y^ x" y'^ 
^evroient satisfaire à cette équation , d'où y = ax^ + ^W 
^''=rax"+^, et par conséquent ^=(x^ — *')\/(t-MO* 
187. 374* Tromper la distance d'un point à une ligne données 
Soient y = ax •{- b l'équation de la droite BC , M ou 
itf'( x' j^ ) le point. Il faut x®. abaisser la perpendicu- 
laire MSt 9m JBC\ a\ chercher le point iST de rencontre 
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d^ ces lignes ; 3*. mesurer la distance MN on M'N = /. iSj^ 
Pratiquons ces opérations en analyse, i'. Téquation de 
la droite indéfinie MM' qui passe par le point (^9 j' )y 

et qui est perpendiculaire à BC^ esiy^^'= — — (»—«'). 

a*. On éliminera x et jr entre les équations des deux droiteS| 
et on aura les coordonnées du point N d'intersection^ 
3^. Enfin on mettra ces râleurs dans la formule (c))« 

Mais puisqu'on cherche plutôt x-^jcf et ^ "--J^ que 
X tljr, le calcul se simplifie eu préparant TéquatioA 
jr:r:<ut 4* ^t ^^ ^^ mettant sous la forme suivante : 

Félimination donne « — Ji/ = — — j . . • . 

I -j-fl* 

y^^y^x=i — < : : ta somme des carrés de ces 

(y* — asf h \« 
; ) ( ' + ^*) 1 "^"^ ^'^ • 

pour h distance cherchée on la longueur MAT on MK^ 
de b perpendiculaire ('^). 

O \/( 1 4* a* ) comporte le iigne ^ j mais il tiiit de ce qa^do n 
dit (108) <liie / devant être pcaitif , il fiot préfixer ou + oa —, dis 
iort« qu'il en refaite que / ait le ligne +• Or Tordonnée du point 
it ou il' de BC qm a x' pour abtciaae , étviC y = a** "^ ^9 suiTani 
que le point donné aen en J!f ou en M' ^ c^ei t à dire^ en deatus 
ou en deiaoui de la ligne , on aura j^^ ou ^ajr/+ b, Done| dant 
le pceaier caa, on prendra + ^( 1 + a*) 1 et dans le leoond* . »» 
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g*?. S75. Çn général, Jcs probléipw rcUû& k U lîgwc droif? 
;$on^ (Je djspx sortes : 

I*. Oi| ane droite étant donnée, on cherche criai ie 
^ s^s points qui satisfait à un^ condition exigée. $oit alors 
( a/ , ^' ) le point cherché , a et ^ sont connus dans 
y '=zaxf -f> ^; de plus la condition à laqaeUe le poisi 
doit satisfaire étant traduite algébriquement, on a une 
' seconde relation entre 4/ txy^, L^ élimination lait donc 
connoitre ces coordonnées. On pourroh avoir plasieurs 
droites et plusieurs conditions données ; nais les çkoscs 
auroient encore lieu d'une manière analogue. 

a*. Ou on cherche une droite qui satisfasse par $9 posi*- 
tion à de certaines conditions ; alors a tX h sont inconnus 
dans ^ = Ax -|- ^, et le problème consiste à les détçr-r 
miner. Or, les conditions données, traduites en analyse , 
conduiront à des équations qui feront connoitre fk ,et h, ; 
elles ne pourront être qu^au nombre de deux, à moins 
qu'elles ne comportent e)les-mémes de nouvelle inconnues. 

376. Voici plusieurs exemples où ces principes sont ap«- 
pliqués. 

i88. I* Partager en deux parties égales l'angle que forment 
entre elles deux droites données AB^ AC, Traçons dwy 
axes rectangulaires Axj Ajr^ pa^ le point 4 dfc cob.-»- 
cours des lignes : leurs équations sonl^==ax^ J^àx^ 
a et b étant donnés. Soity=jLt; celle de la droite cberçi^éo 
AD; il s'agit de trouver |[. 

Cela posé , l'angle VAS 9 pour tapgente -^ } 

I -4- Un 

celle de l'angle DAC est — : ces a^igjpç fj^ive^l 

I "T* On. 

£tr^ égaux \ doflc , . - = — -—-r ; d'où 
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*• -= ^ . :; ■■ *— 1 = 0. 188. 

a -f- a 

On tire de \h la valeur de Ar, et on la substitua dans* 
^ = kx. La solution est double à cause des deux racines 
féclles k' et k" ; contme (e dernier terme — i est leur 
produit, on a i'A'^ -f^^ i s= o , ce qui apprend que le» 
deiix Ugnés AD , ^£ ainsi obtenues sont k angle droit* 

. Si les axes ^toient donnés de rnsmière i «e pas passer 
en A ; Péquation cherchée seroit y — y = fc( « — ji/ ), 
k ayant la valeur ci->des50s , et x' y étant les coor- 
données du point de concours. 

Si l'aune des droites AC est sur Taxe des x^ 3 = 
et on a Mnphenient h -f- =ri. 

ff. EcMit données les dn>her AB, Ax et la pei^yeildr- 1894 
culaire BE mur Ax^ déterminer sar BE^ un point D tel 
qu'en menant CD parallèle à >tfjr , on ait CD = ^C 
Soient A forigine , Ax Taxe des Xy elyzzzax Téquation 
de AB j le pdint inconnu C (^9 J^')t AE=im , enfin 
y :=zhx Téquation de la droite inconnut AD ; comme 
elle passe en D (phy% on z y' =: im. 

O, ^0»=r^*4-j'»etC/>=m— jr'; donc psr condition 
A"-f;j»'*=( rh'-^x' y ony^zznk* — 2mx^ i de plus j^^^rojc^ ^ 
pairte que le point C est sur AB. Eliminant j/ , il vient 
dy" + 2yny csarh* ; tt enfin mettant km pour y ^ on s 
ak*-{-2k=:^a : équation qui comparée i celle du problème 
précédent prouve que AD divise l'angle BAE en deux 
parties égales; ce qui résout le problème par une con»« 
tructfon simple, il y a deux sohatbns données l'une par 
ADj l'autre par sa perpendiculaire KD*. 

m. Etant donné le triangle ABC\ trouver les équations 1904. 
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t^o. dfs perpencliculaires AF, BE^ CD menées de chaque 
angle sur le côte opposé. Prenons la base ABsub pour 
axe des x^ A pour origine; le sommet C {.ocf^y^ déter— 
saine le triangle; 

La droite AC a pour équation ^ = aa; , a étant ^ 

parce qu'elle passe en , C, Il est aisé d'avoir de même 
celle de la droite BC menée par C (x% ^^ ) et £ (^, o ) : 
on a donc pour les équations de AC et BC 

De plus BE passe en JB (3, o), AF par Torigine ; 
leurs équations sont donc de la forme yrzzAÇ^x — B)^ 
y z=z Bx ; la condition d'être perpendiculaires aux précé- 

Ay' By 

dentés donne — ^^ — }- i £= o , ■ ^ - • + 1 s:^©, (370) ; 

X X *^"" 

donc les équations àts perpendiculaires sont 

a/ , x' — b 

Pour trouver le point O ou elles se coupent, il faut 
éliminer x et y; on trouve j; =r j/ = Pabscisse AD du 
sommet ; ainsi ce point est sur l'ordonnée CD, Donc les 
perpendiculaires abaissées des trois angles d'un triangle 
sur les côtés opposés se coupent en un même point. En dé- 
crivant sur AB la demi-circonférence AEFB , et par les 
points jP, E d'intersection , menant AF et BEy puis enfin 
par le point de concours traçant CDj on aura les trois 
perpendiculaires, 
jgi. IV. Etant donné l'angle MAx et le point JV, mener 
par ce point une droite iVÇ, telle que l'aire du triangle 
AMÇ soit donnée. Prenons Axj Ay pour axes ; menons 
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JfB psnlltU à JM ; faisoiu ÀB = m, ND = fi, 
tsBg £:=uing MAQ^=a\ ce sont tes donnëcsdu problêine; 
ti4^==x est rîBconntie. 

L'équation de BN tA y^a{x -^-m) , car elle' passe 
cni>(^nt,o) : en laisanl^=jg , on a pour l'abscisse 

du point iV, AD^ -• L*équation de AM est 

y=:ox; celle de i?Q, qoï passe en Q{t,o) est . « 
y^A{x — z)^ et comme elle passe aussi en ... . 



^= - 



En éliminant x, «m trouve pour Tordonnée PItf du point 
d'intersection de ces droites , ou ta hauteur du triangle 

Cela pOB^, quelle cpie soît l'aire donnée, on pourr» 
touiours la transformer en un rectangle dont la hauteur 
serait DN^fi, et dont A scroit la base. On devra donc 
avoir Aj3 = {«)', on x'^air=:3Am; ce qui do'nne deuic 
solutions x=ft±:^A(A 4" ^"i)! faciles àconstruire, et 
dont b seconde a lîeu pour l'angle BAM, (3^3). Voy. 
aussi n*. SSy» 4'- 

On pourra s'eiercer sur les problèmes suivant. 

V. Etant données les équations de deux droites >4£,y4C, ' 
prendre des parties égales AB, AC, calculer la longueur BI> 
de la moitié de la corde BCy et en conclure l'angle BAC. 
La formule doit s'accorder avec (a), a*. Syo. 

Tf. Dans la mJme circonstance chercher l'équation de i 
la corde BC et celle de sa perpendiculaire AD , dont 1% 
direction doit ('accorder avec le problème L 



^'^ 







2. 1^ 






JB ^ 



r/î<3V *', 
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':r— */ + 'j^ — #-=. 
#*» Xi^t^^fi 4' un cercle «doBi le 

Il #^t IktA de s*exercer à recomoftre la G^hi tmmt 
fimAp^. 0i. te» pr'/pri^tis d*aprês soa êqnatk» r c*cst pour- 
#1'/'/!^ i/i^n qtie ces àiiMit% soient cooducs poar le ccrde. 



f»//«it itUofn profiter d'an exemple ansâ sûnple po«r 

htf^r ^otr le parti qn^on peot tirer des. éqnaiioas des 

t^^*' 'fqK Cjffmmejr=i±'^{R^ — a:»), a dbqae désosse ré- 
p^fiiUfti detfs ordoftoiée» ^ales et de sgnc cootiaire; de 
i^trU qne lj coarbe est conpce par Oor en deux parties 
f\m €4/(tu'u]eni ]oruf»^on plie b fignre suivant Oar. La 
mjme chose a lien potir (>f. En faisant aE=:o, onaj'=dil{ 
H deox points j* et JD dr la coarbe; pkis a: cioii« plus 
y^(/i»— .ar') dii^ décroit, losqu'à jr=rii, 4mjr=o: 






ainsi la courbe yMA s'aibais$e sur Vxtt des st^ ^u^elle loS, 
rencontré en A. Elle ne sVtend pJs xn-deU de CA^ car 
y devient imaginaire. De ces notions résulte la figHre de 
la courbe. 

Toute droite OM nîenëe par te point O (-—Ht o ) a pour igSw 
équation j^rz a( jt -f A ) ; de même pour ^ ( -j- A, o), 
on ay = £!'(« — jR) ^ui est Téquation de MA. Le point 
Af de rencontre de ces lignes a pour coordonnées . . . 

a'+a SLoa'R ^ ... 

« = -7 " iify=z ^ ' ; pcrar <|uê ce point soit situe 

sur la circonférence f il faiit ^ue Téquation x*-f-j*=A* 
soit satisfaite par ces valeurs. Ainsi aa^( t + oa' )= o est 
Tëquation de condition qui exprime que les deux cordes 
se coupent sur la circonférence. On en rire a=o ou n'eso^ 
ou enfin i -|- aaf = o : les deux premières expriment que 
lorsqu'une des cordes est couchée sur le diamètre , la con- 
dition est satisfaite, ce qui n'apprend rien : l'autre . . • 
X -f- aa' c= o , indique que Tune des cordes ayant ime 
direction quelconqtie , fi l'autre hii^est perpendiculaire, 
le point d'intersection sera sor la circonférence. 

Comme j^'srs/l* — x» = (il + x) (/l— x) , et que 
il -|. X = OPf • R — x = APy PM est moyen propor- 
tionnel entre OP et PA. 

La longueur de la corde AM est \/(jf* +(H — *Y)'i 
ainsi AM^ = aA» — alLr = aA ( H — x ) ; AM est donc 
moyen proportionnel entre AP et le diamètre AO. 

37g. Par un point A/ ( «, /8) , menons une droite quel- igf. 
conque ilfiV; y^^^:=za (x—- «) est son équation ; la dis- 
tance f de M aux points N ti K d'intersection est donnée 
par /* = ( X — «I )* + (^ — ^ )» ; de sorte qu'en élimi- 
nant X eiy entre ces deux équations , il vient 

— — — ffl_ _ / 
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'94- On en tire aisëment les coordonnées de iV et de j^ ; mftis» 
comme ces points sont sur la circonférence , on a . • . • 
ar"+^*=jR«, ou 

^'+ V\t+a^) X'^ + '^ + ^'-^'^O' 

On voit que t" dépend de a , c.-à-d. de la directioiL 
de MN. 

I*. Si M est donné sur «la courbe, tel qu'en JSl^ on a 
«* -f. /8* = jR», et ^r conséquent ^= o et ...... • 

J'=— — 77 — \ r= KN, Or si cette longueur est nôlle^ 

la droite est tangente; la valeur correspondante de a est 

«c=— — ; ^ — /8=:â4i (a: — «) devient (à cause de 

^jr + *« = il», 

qui est Téquation de la tangente MT en un point quel— 
conque T(«,/ft) pris sur la circonférence. 
Le rayon CT mené au point de tangente , a pour équa— 

tion^^o'x; mais comme il passe en 7(«, /S) , on a o^ = — 

donc âa^ -|- z r= o ; ce qui prouve que le rayon TC est 
perpendiculaire sur TM. 

3^. Si , par le point extérieur M( le , /S ) , on veut mener 
une tangente MTj il faut trouver les coordonnées du 
* point de contact T; elles doivent satisfaire aux équations 
ar* + ^' =: iî» et /8y + *^ = '^* » ^^ cercle et de la Un- 
gente : rélimînation donneroit x et y. Mais remarquons 
que ces coordonnées doivent satisfaire à la différence de. 
ces équations , ou j'* — /S^ + x* — «a: = o , qu'on peut 
écrire ainsi 
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Or cette équation est celle d'un cercle dont le centre est 194* 
en m ( i« , i/8), et le rayon = ^( J«' + i^') » " <*onc 
on prend Cpz=:^ CP^ pm =z^PM\ m sera le centre, et 
Cm sera le rayon d'un cercle qui passera par le point de 
contact cherché ; ce qui reproduit la construction connue. 
3^. La sécante MN donne pour ^ deux valeurs KM et 
UN; le produit des deux racines (iSy, a®.) est le dernier 
terme m^ + /P — il», quantité = ilf/i x MN : or elle est 
indépendante de a , de sorte que , pour une autre sécante 
MQ , on a aussi m**^ fi*'^R*=s MQ x MI; et par consé- 
quent, que le point ilf soit intérieur ou extérieur au cercle, 
sous quelqu'angle que les lignes se coupent, on a 

MK X 3/JY= MQ X ML 

Déplus le triangle rectangle CMT ionnt MT" -CM*— R* 
ou c= «» + /«* — -R» ; donc MK x MN = MT* : ce qui 
complète la théorie de ces lignes ( 221 , . . . ). 

Si CM est Taxe des ;r , ^ = o et les deux râleurs de ^ 
ont pour différence la corde 

En tirant de là la valeur de a , on connoîtra la direction 
que la ligne MN doit prendre pour que la corde NK ait 
la longueur donnée m. 

36o. Soient deux cercles C ti O ^ Torigine étant en Cj ag, 
CO z=.a étant sur Taxe des x, leurs équations sont 
«»4.j» = il» pour C\ et (x — a)»+^» = il'» pour C. 
En éliminant x et j, on a pour les points d'intersection 

û* + il» — -R'* _._ V^ ! 4 tf»il'— (fl'+il*— il'*)» \ 

a =r , y^s,±L ■ 

L'abscisse étant simple et l'ordonnée double , la ligne CC^ 
qui joint les centres , est perpendiculaire sur le milieu dt 
*a corde MN, 
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Lorsque a«ft=^+/i* — H'» ou Jl'*=d* — saR+R'f 

ou enfin il' = ±(tf — il), oiiay = o, d'où jr= o ; W 

cercles n'ont qn'an point de commun, situe sur la ligne CC 

37. qui îotnt les centres : on voit que ceb a Ken sdil qninJ 

il -f* A' = « 9 soit lorsque il — A' = «. 

Suivant que aaR est > ou < «* -f- ih — il'*, le n- 
dfca) est réel ou imaginaire : or ces conditions se rédulsevit 
a8« à R'>on<± i^-rX)- Bjus le premier cas R+R^ > a 
on A — il'<a; Tone de ces deux conditions entraîne Tautre 
car R-\^R'=m+m, réduit â £tK > «• + Jl* — il" i 
d it'>« , ou plutôt R^R'<^a , à cause de «=:il-f ii'— «i. 

Dans le second cas R + R' <,aj on Jt — il'> « 9 et 
Tune de ces conditions suffit , car RàiR' s=:az^ a donne 
la suivante q^ m -{- 2R^ j qui est satisfaite d'elle>méme. 
On retrouve ainsi les relations connues (192) entre les 
rayons A et R' de deux cercles et la distancé de leurs 
centres, pour qu^ils se touchent, se coupent ou n'aient 
aucun point de commun. 

38i. Voici quelques autres problèmes à résoudre. 

I. Etant donnés une droite et un cercle , mener nua 
tangente parallèle à cette droite. 

II. Mener une tangente à deux cercles donnés. 

III. Etant donnés un angle et un cercle , tncer un« 
circonférence tangente au cercle et aux deux drcdtes ( kl 
centre est sur la ligne qui divise Pangle donné en deux 

* parties égales ). 

3. Transformation de Coordonnées. 

362. L'équation d'une courbe est quelquefois, si com^ 
posée qu'il est difficile d'en déduire les propriétés : mai& 
il arrive souvent que cette complication tient aux 9%es 
coordonnés auxquels la courbe est rapportée. On a vu, 
par exemple , que le cercle a pour équations .•*..«• t 



\ 
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celle-ci n'est plus simple que parce que T origine est au 
centre. Il conrient donc de savoir transformer réquation 
d'une courbe , de manière ^ la rapporter k d'autres axes, 
afin de simplifier Us formules. 

J^es ayes coordonnes étant Ax Ay^ et formant un 19^. 
angle quelconque , supposons qu'on veuille priendre 
d'autres axes A'xf A'y parallèles aux premiers. Soient 
^P = a , BAf = 3 , ks coordonnées de la nouvelle 
origine ; AP = * , PM =3 y , celles d'un point M ; 
A^Cz=z3ef ^ CM =5 j^ les nouvelles coordonnées. On a 
AP= BP + AB^ PM^ MC + CP\ ou 

^ = x' -^a, y=y + k. . . . iAy 

Ces valeurs tubstit^éas dans l'équation tn 9 et y d'une 
courbe , la tfaduiro|!^t en ^ et^ , et l'origine fera trans- 
portée en A^ (^)^ ) ; ^ et 3 doivent d'ailleurs avoir des 
signes dépendant de la position de la nouvelle origine 
A* relativement aux premiers axes : en sorte que si 
elle étoit située en iD, a seroît positif et b négatif, et 
il faudroît faire :r = j/ -f~ ^ 9 ^^y^=y — à , etc. 

383. Supposons que Ax Ay étant les axes rectangu- 196^ 
laires , on veuille , sans changer l'origine A , en prendre 
d'autres , tels que Aa/ Ay. Désignons par (xo/) l'angle 
xAj^ que forment les axes des x et x^ ; de même par 

(^xy) l'angle xAy Pour un point quelconque 

M, AP= X, PM =y,AL=x',ML =y : il s'agit 
d'exprimer x tiy tn x' ^y et les angles donnés (xjc') , 
i^xy') qui déterminent la position des nouveaux axes. 
Pn a jp s= AK 4- -^A ^însi l'abscisse x est h projection sur 
Vaxe des x de la portion de polygone ALM ; de même 
y =z LK + IM. Or , les uiangles AKL LIM donnent 
(354,^). 
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196- 'AK = x' cos (xa/ ) , KL = a/ sin («a/ 

LI =iy cos (xy') 9 AT/ =^ sin (*y')»" 

Donc « = a/ cos (xjc' ) + j' cos («y') 1 --^ 

^ :=: j/ sin ( xxf ) + J^ sin ( apy^ ) ) * 

197* Si les nouveaux axes sont aussi à angle droit ^ 
. (jp^)= 100* + (*^)> <^'où 

«= jc' cos (ara:') — y* sin («x') "| ^. 

y = jc' sin («a/) + j^ cos ( xaf ) J 

c'est ce qu'on peut tirer directement des triangles AKL 
LIM; 

car AK = a/ cos ( ara:') KL = a/ «in (xa/) 
Z/ 3=sysin(xa/) MI =: y cos (^xx^ y 

et de plus X = AK — ILj y = LK + ML 

196 et II est inutile de prévenir, que dans chaque cas particu- 
197- lier où on voudra faire usage de ces formules , il faudra 
avoir égard à la situation relative des axes entre eux. Ainsi 
lorsque Taxe des xf sera en dessous de Ax ^ comme AG ^ 
on devra prendre sin ( xx' ) négatif et cos ( xxf ) 
positif^ etc. 

196. 384- Supposons maintenant que sans changer Torigiiie 
A y les axes étant obliques Ax' Ay* | on veuille les rendre 
rectangulaires Ax Ay : il sufQra de tirer des équations 
B les. valeurs de x* exy en x tiy. Donc 



x' = X sin (xy') — ^ cos {xy* ) 

sin (a/y') 
y*^ '=.y cos (xx' ) — x sin (xx 




(^) 



sin (xy ) 
bien entendu que dans chaque cas, il, faudra comparer 
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h àtnation des axes arec celle de notre figure 9 et y avoir 
égard à Faide des signes. 

Cherchons la transformation qui sert à passer des axes ig^ 
obliques ^«^ Ay* ^ d'antres anssi obliques Ax" Ajr'', Me- 
nons jfy perpendiculaire sur Ax% et rendons d^abord les 
axes rectangulaires suivant Ate' et Ajr : pour cçla , on fera 
(xaf):sio dans les équations C^ tt pn aura 

« 

— sin «y') ' ^ *" sin (x'/) * 

Mais pour remplacer les coordonnées rectangles x et y 
par x*' tiyf, il faut changer dans les formules B ^ x^ et y' 
en x" tiy'f^ et substituer ici ; on a donc 

x" sin (yx*i)+jr''s\n (j^) \ 
- sin (xy ) ' [ 

^ x^ strt (x^x^) +y^ sin (x'j^^ 1 

■ 

4. jD^i Coardormics polaires. 

385. Jusqu^ict nous n^avont déterminé la position d'un 
|>oint sur un plan que par ses dbtances \ deux a!tes ; 
mais il y a bien des manières <difrérentes dé la fixer y 
ce qui fournit autant de systèmes coordonnés. Suppo-^ 
sons , par exemple , qu'on connoisse les «distances r et 
7* d'un point à deux autres donnés : en décrivant de ceux- 
ci comme centre des circonférences avec les rayons r et 
r' , ce point sera situé à leur intersection. On n'emploie 
guires ce système coordonné , non plus que beaucoup 
d'antres , parce qu'ils donnent lieu à des calculs compli-» 
qués ( Voy. Géom. de position, par Camot, p. 4^3). 

Arrêtons-nous aux coordonnées polaires ; elles sont 
1. ♦ 



...CE) 



368 Géométrie àkàlttiqve. 

d'un fréquent usage , |iarce quVlles donnent Heu à àne^ 
[Q(^« analyse facile. La position d'un point M est donnée par 
sa distance yfilf â=r à un pokit fixe ^, qu'on nomme 
PSle^ et par l'angle MAPzzzê que fait oett» ligne AM 
avec une ligne fixe dohnëo A9 i AM est le Rayon yecteur^ 
du peint M* 

L'équation d'une courbe est la irelation entre r tl ê^ 
qui a lieu pour chacun de sts points. Si le rayon AM 
tourne autour de .^ , ei que sa longueur varie ii mesure 
qu'il tourne , c.-4i-^. , avec I , de manière que l'équation 
çntre r t\ û soit toujours satisfaite , l'extrémité M àvi 
rayon vecteur décrira la courbe MN. . • 

Le triangle rçctang^le AMP donne , en faisant APi:^x^ 
PM=y, 

«t=rcosl, ^scsrsinlf «»-|-jr*s=ar*. 

Ainsi , pour passer d'un système de coordonnées x ety 
aux polaires r et é , il faudra d'abord transformer l'équa-* 
tion en coordonnées rectangles , si elles sont obliques i 
prendre pour origine lé point A qui doit être le p61e^ 
enfin la droite Ax , à partir de laquelle on compte les 
arcs û ^ devra être l'axe des .«, Ensuite on mettra r ces I 
^t r sin ê pour x tt y. 

Le cercle (y -r- /S)* +(*■*" «)* = -R* ? lorsqu'on trans- 
porte l'origine au centre ( « , ^) a pour équation « • .« 
X* ^jr^^^R^'f ces substitutions donnent rï=:2t, ce qui 
d'ailleurs est évident quel que soit $, 

Réciproquement , si on a l'équation en r et I d'une 
cotirbe f en éliminant ces variables à Taide des relations 
précédente» , on la traduira en coordonpées |rectapg;u-!> 
laires X eiy. 
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SECTIONS CONIQUES. 



I. Equation^ des Sections contres, 

386. On demande Téquation de la courbe AMO qui âoo. 
résulte de rintersection d'un cône droit BDI par un 
plan quelconque. ^ 

Si par Taxe SK on fait passer un ptan BDI perpen- 
diculaire^ au plan Coupant ( il le sera à b base, n*. aya) 
rintersettion de ces plans sera la droite AO , projection 
de taxe du cône sur U plan coupant : c^est ce qu^on nomme 
VAxe de la section conique. Par un point quelconque P 
de cet axe , menons un plan parallèle à la base Di ; $€$ 
intersections avec le cône et le plan coupant seront le 
cercle FMG et la droite PM , laquelle ëUnt perpendi-. 
culaire (ayS) sur FG et AO est une ordonnée commun* 
aux deux courbes. 

Cela posé , soient AP = x ^ PM = jr ; cherchons 
une relation entre Xj y , et les données du problème 
qui sont Fangle BAO =as « , l'ange DBi= ^ et AB=ic. 
La propriété du cercle donne y* = FP x PG ; cher* 
chons Texpression algébrique de FP et PG. 

Les sinus étant proportionnels aux côtés opposés dans 
les triangles AFP, POG et ABOj on a 

^hjL — EL ^^^ sin (n + 0) PG _ PG 
sin/ — * ' sm G ^" sin F ^ P0~ AO — x 

I. ^4 
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sîn sin U + fi) sin /3 ,, , ^^ c sîn fi 

aoo. -^^ ou = -— -, d'où AO =z 



AB c AO' • sm(«-h;3) 

Or dans le triangle BHF^ Tangle F est complément de 

i^;doncrP=îi^, 

cos^iS 

^^^sinr.+ ^)f rsîn^ ^l 

ces i /8 \ sin ( # + ^) I 

et on a pour Téquation demandée 

•^'"TSFIJ jrxsm^ — jr«sin(i«+^) \ . . . {A). 

Pour obtenir toutes les sections du cône , il suffit de faire 
prendre au plan coupant toutes lés positions possibles ^ 
c.-à-d. de faire tourner la droite AO autour du point A , 
et de changer aussi AB =: c. Il se présente trois cas. 

i«. Tant que m + /8<200*, le plan coupant ren- 
contre toutes les génératrices d^un même côté du sommet; 
la courbe est rentrante et fermée, on la nomme Ellipse : 
cVjit pour elle que Téquation précédente a lieu. 
301. 2". Lorsque « -{« /S = 200*, le plan coupant est pa- 
raUèle à )a génératrice £/, et la courbe sVtend à Tinfinî : 
on la nomme Parabole : en faisant sin(«-f'/^) = 09 notre 
équation devient (G, SSy) 
' sin*/8 

•^' ~ cos» i fi ' ^* = 4^«sm*X^, (*). 

aôo. 3*. Enfin, lorsque « -}- y8>. 200*, le plan coupant 



201. (*) On auroit pu fidre de nouTeau les raitonnemens préoédens^ 
FP consene la même Taleur , en fiûsant un « = ain il , doiic • . • 1 

/?/> _ — !il-. l de plus AL parallèle à /''G donne le trianglt 
cos 1 il 

^,,, . , , siniB sin.? j^L PC 
jliiL daus lequel on a -: — 5-77- ou — - = -=-- =: ; tt«... 



Vc^cotftre les deux nappes de la surface de part et 
«l^autre du sommet ; la courbe a donc deux branches 
Vïtcndues à Tinfini M' AN' LO'Q, et dont là courbure 
est opposée ^ oa la nomme Hyperbole. Pour en obtenir 
Véquation , il faut faire ci-dessus «-f-/S^ :2tfo*f ce qui 
change le sinus de signe, et on a 

^' — ^FY^ |ra:sin^ + x'sin(*-f-^ l. 

387. Il n'y a rien à changer à tout ce qui vient 200. 
d'être dît f lorsi^u'on fait varier fi et c ^ c.-à-d. les di- 
mensions du cône et la distance AB, On ne peut faire 
/à = o, ou fi =z 200°; car il nV auroit plus de cône : 
et f = o, suppose que le plan coupant passe par le som- 
met. Dans ce cas , Tintersection est un point lorsque 
m-^fi ^ 200% une droite quand « 4~ i^ =^ ^oo** , ;' le plan e.n 
tangent au cône) ; enfin deux droites quand « -|-/3>> 200^. 

En faisant ^ = o dans notre équation X^f) 9 puis sup- 
posant sin (« + fi) positif, nul ou négatif, on trouve. 

+ sin «. sin ( « + ^ ) ' 
^; j?* =0 
cos^ \ fi 

^ ^ '^ cos* ^ fi 

La première ne peut être satisfaite qu'autant que x = o 
ot ^ == o , ainsi elle représente un point t la seconde 
est celle d'une droite , la troisième enfin est de la forme 
j-^ 3S à'x* , et dbnne y =s± ax ^ qui représente deuji 
droites. 

Donc , quels que soient fe cône et la position du plaît 
coupant , Tëquation (A) est celle des six sMtions co^ 
niques : c étant = 0, on a les trois sections qui 
passent par le sommet; et lorsque e n'est point mil, aooi 
cette équation représenté une ellipse ^ une hyperbole , ou 



\ 
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une parabole , suit^ant que le coejjicîent de x' ëst négatifs 
positif ou nuî\ celle équation peut être exprimée par 
y^ 1=. mx -^ nx^ qui convient h toutes ces sections. 

388. Il convient de simplifier Féquation des courbes 
pour mieux en déduire les propriétés. Remarquons d*a— 
bord que puisque chaque abscisse répond à deux valeurs 
de j égales et de signes contraires , Taxe des x coupe 
chacune de nos trois courbes en parties égales et qui 
se superposent , lorsqu^on plie la figure suivant cet axe. 
Les points où cet axe coupe la courbe sont appelés 
Sommets, 

X®. La parabole a pour équation ^' = ^p^j en 
représentant le coefficient de x par u p ; c'est une cons- 
tante -conçue. Il est facile de déduire la forme de la 
courbe de son équation j^* = a /la*; car x négatif, ren- 
dant jr imaginaire , la courbe ne s'étend qu'à droite de 
202. Taxe y^j des y : plus .t croît et plus jf croît, (cela 
jusqu'à X = 00 ) donc la courbe n'a qu'une branche 
MAM' , ouverte et indéfiniment étendue ; et un seul 
sommet A. 

20O. 2**. Nous avons vu que AO = — : — -— i dcsî- 

^ sm (« 4-/8; 

gnons cette valeur par 2a: c'est ce qu'on nomme ta 
Longueur du grand axe , ou la distance entre les sommets. 
Par là l'équation de l'ellipse devient 

sin «. sin ( « -f~ >^) .«^ 
^ cos'J/î ^ ' 

Le facteur «variable est= (aa — x)x\ ot x ne peut 
être négatif, ni >• a«, carj" dcvicndroit imaginaire; donc 
2o3. au^elà des sommets A et la courbe ne s'étend point. 
Dans cet intervalle, plus x croit et plus 2a— -jr dimi- 
nue ; doa« le produit crok jusqu'à ce que les denz 
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facteurs soient égaux (139)9 ce qui a li^u pour â; = a, ^00. 
ou au milieu C du grand axe : passé ce point, le pro- 
duit diminue , ainsi les ordonnées croissent depuis A 
jusqu^en £, elles décroissent ensaite, et la courbe est 
fermée : la plus grande ordonnée est 



r = 



CB = r = : — \/ sin «. sin ^m + /8)« 

COS ; /3 

Si on égale cette valeur à & , ( CB^zb est ce qu^on nomme 

le demi petit Axe), on trouve four Féquation de Tellipse 

# 

y. En faisant de même AO' = a a, Téquation de aoo. 
r hyperbole devient 

stn «. sin (« -f* /S ) ( . 1 

cos'iys \ y 

Lorsque x croît , jr augmente jusqu^à Tinfini ; on a 
donc une branche ouverte M'AM^ à-peu-prës comme 2o4* 
dans la parabole ; lorsque x est négatif, le facteur va- 
riable a ax + X' devient x (x — id); ainsi jr est 
imaginaire tant que x est ^ au : la courbe ne s'étend 
pas entre les deux sommeU A et 0. Mais comme plus x 
croit et plus ^ augmente , on obtient une nouvelle branche 
ouverte et infinie , à partir du point 0. 

G)mme Féquation de Thyperbole ne diGftre de celle 
de Tellipse que par un signe, les simplifications que Ton 
fait éprouver dans les constantes de Tune , doivent con«* 
venir également à Tautre. Cherchons Fordoimée imaginaire 
qui répond au milieu C de AO, en faisant x es: -v- a; elle est ^04. 



r=±: 1/ — si» «.sin * +y3.. 

^ CVS Ifi ^ . ^^> 
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Si donc on rend* cett^ qoanlîté réelle , en changeant Te srgne 
sous le radical , ou trouve en la représentant jpar ^, 

^* = — (aflx+x') 

b est le demi second axe de Thyperbole ;. c'est V ordonnée aur 
so3 et centre tendtie réelle ; car on nomme Centre dt l'ellipse 
«o4* et de l'hyperbole le milieu C de leur axe AO. 

389. L'équation' général^ des sections coniques, l'origine 

étant au sommet, est^'rrimar+na:*. Elle appartient donc y^ 

i^ A la pârabok, lorsque. 11.= o et m =2/7; 

:^*. A l'ellipse quand ii=— — , elm=: y 

b^ 2 b^ 
3*. Enfin à l'hyperbole , lorsque n= — , m = • 

ao3 et ^^* ^^ ^^ ^^°' transporter l'origine au centre C ^ it 
/ faut faire a: = or' + a pour l'ellipse et =0:' — a pour- 
l'hyperbole, ce qui donne ( en ôtant les accens ) 

^ya -j,- ^»j?» z=z o»^ pour l'ellipse 

«*^* — 4*07* = — d?ô* . . . pour l'hyperbole» 

Ces courbes sont alors rapportées à ïeur centre et à leurs 
axes 2a et 2b. Comme l'une devient l'autre en changeant 
è en b y/ — I y ce simple artifice d'analpe traduira de- 
même les résultats dé calcul obtenus pour l'une en. 
ceux qui conviennent à l'autre. 

Puisque chaque valeur- de y dbnne deux valeurs de 
SB égales et de signes contraires, si' on plie les figures, 
suivant l'axe BD des y , les parties de la courbe coVn-s. 
çi<ierQxvt comme on a vu que cela a. lieu pour l'axe djc^s :k<v 
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Si. De la Parabole^ 

391. Il résulte de la génération mêm& de la para-», 
bole que cette courbe e$t une ellîpjie dont le grand axe^ 
est* infini. 

Soient deux points (x'j-'), {x^j^) d'une parabole, 

r*"* xf 
on a y* = %px'. , j'** = a px^ , d'où^ i^= — : donc 

f X 

tes carrés des ordonné f s sojit entre eu^ caçime les abscisses 
correspondantes^ 

Si la constante xp est inconnue,. il suffit d^avoir Tabscisso 
^t Tondonnée d'un point de la courbe, Q.p est troisième 
proportionnelle à Tabscisse et à Tordonnée. 

392. L'équation y* ^ s^se donne autant de- points, 
qu'on veut de la courbe ; on peut même en déduire 
cette construction : prénom AB :zz xp^ et comme jr* 202. 
Qst mpyçnne proportionnelle . entre AB. et x , on dé- 
crira un cercle BCP dont, le- centre soit en un point 
quelconque de Uaxe AP et qui passe en B\ l'ordonnée 

AC de ce cercle seca Vy qui répoad à. l'abscisse AF = x ;• 
on mènera donc par C et jP des parallèles aux x et j* ,. 
elles détermineront le point M de la. courbe. On répé- 
tera cette construction, pour «un obtenir d'autres points. 

393. Soit pris un point arbitraire (« , ^) sa distance ^ 
à un point quelconque (x, /) de la courbe- est donnée par- 

^ = (x^i«)- + (^— /8)« 
=x' — anx + ^'+j^' — a^^+/*'- 

péterminons « et /8 par la condition que t" soit ration-^ 
nel ^uel que soit le point de la courbe. D'abord j-=r ^ (2 pxy» 
exprimant que le point (Xjjr) est sur la courbe ; en snbsti- 
tuapt , on remarque que tant- que ^ sub^ister^ dai^^ i* 
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90^. à la première puissance , ^ ne pourra être rationnel ; 
ainsi le terme 2 ^y ^^^^ clisparoître , d'où ^ = o , et 

mais ce trinôme n'est un carré (x38) qu'autant que 
•»=(» — •)• ou ± «=;»—« ; donc 

j^ob. On prendra donc sur l'axe Ax le point F tel «|uo 
AT = 7 /7 , et la distance FM =z i" k tous les points de 
la courbe sera rationnelle. Ce point jP, qu'on nomme 
le Fc^er^ jouit seul de cette propriété. 

Si on fait x = { p dans l'équation j^ = 2pXj on trouve 
j^ = ±ip j ainsi la double ordonnée GH yui passe par 
le foyer ^ et qu'on nomme le Paramètre j est =2^. 

Puisque FM =2 AP -^ ^ /p ^ si on prend y<D = | ;> , 
la parallèle DQ aux j^ donnera QM = jPilf ; on la nomme 
Directrice ; on voit que tous les points de la courbe sont à 
lu même'distance du foyer et de la directrice. 

On tire de là un# manière simple de construire la 
parabole. Après avoir marqué le foyer F et le point D , 
4 ^^^^ distance au sommet ^ est | ^ ou le quart du para^ 
mètre), on mènera une ordonnée indéfinie quelconque 
MM' , puis du foyer F comme centre avec PB pour 
rayon , on décrira un arc qui coupera la droite MM* aux 
deox points M et M' de la courbe. 

394* L'équation polaire de la parabole se trouve aisé* 
ment ; car ep prenant le foyer pour pôle , et y pla-> 
çant l'origine , la valeur de i" devient r z=, xf -^^ p\ 
puis en faisant x^= -^ r cds I , I désignant l'angle AFM t 
on a 

i+cosl 
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3. De l'EUipsê. 

SgS. Soient deux points («'^ )i {^^y" } ^^one ellipte ; ao3. 
Torigine étant au sommet A^ réqualîon 

r' = — (atfx — «*) donne î^ = , * ■ ^ — r-« or 

^P=^ Xf donne PO = a o — x; ainsi /ej earrés des 
ordonnées sont entre eux eomme les produits des dis-* 
tances du pied de ces ordonnées aux deux sommets. 
Lorsqne l^origine est au centre , Téqualion est 

or si az^àf elle devient ^ -f- x* ss a* ; donc k cercle 
est une ellipse^ dont les axes sont égaux. 

£n changeant x tny tl y ta x^ Féquaftion devient 
By^ + A*'' = A*^* ; ainû soit qu*on prenne AO ou BD 
pour axe des x^ l'équation de la courbe demeure de 
incme forme* 

Le cercle décrit du centre C avec le rayon AC a 20S. 
pour équation JT* -|- x* = a* ; mais on a pour Tel- 

lîpse jr» == — ( fl» — X*). Si on compare donc les or- 
données jr et Y qui répondent à la mênie abscisse x , 

dans TelUpse et le cercle , on a jf se — y : ainsi U lap- 

a 

y h- 

port de ces ordonnées — est consUnt et = — ;^ est donc 

toujours < K, c.~à«d. que le cercle décrit sur le grand axe 
renferme Tellipse. On verra de même que le cercle décrit 
$ur le petit axe BD ert renfermé dans Tellipse. 

y h . 

3y6. De-yr= — f on tire une construction simple de ao3. 

TelUpse. Apres avoir décrit les axes AO et BD , et 
denx cercles concentriques avec les rayons <i et A ^ ou 



378 Sections coniques. 

r 

2o3< mènera un rayon quelconque CN, et par les peints ^ 
et iV^ où il coupe les circonférences , on tracera, des 
parallèles QM , NP aux axes ; elles donneront par leur 
rencontre un point M de la courbe ; en effet , on a 
PM CQ PM * -, , _^. 

897. Cherchons maintenant si l'ellipse a un foyer-^ 
c.-à-d: un point («, ^) dont la distance i à tous les points. 
de la courbe , soit rationnelle par rapport à leurs abs- 
cisses X. On verra, de même que pour la parabole , que 
y ne doit pas entrer à la première puissance dans. . • 

/• = (^ — ^ )» 4- (x — gft)> , puisque j^ = — v/ (o'-x*): 
ainsi /S 3= o y el mettant ô* — pourj'% on trouve- 

T— }*'• 

Or cette valeur n'est un carré ( ]^38) qu'autant que 
•* = (•• + h^) l "'^ \ , d;où *• =a' — ^' ,, et pa» 

conséquent txsr ±(0 j ; mais « et a? sqpt < a y. 

d'où «a; ^a'; ainsi pour que ^soit positif, on préférerab 



le signe 4~ ? ^^ on aura 



o, «s=±: v^(a» — if»), i^— a~ 



«X 



£o6. ^1^ ^^î^ p3' 1a double valeur de Fabscisse « que dans^ 
V ellipse ^ il y a deux Joyers^ situés sur h grand axe ^ 
à égale distance du centre C. On trouve leur punition, 
en décrivant de l'extrémité B du petit axe avec Ivi 
rayon a , un cercle qui coupe AO 1 aux foyers J^ et /"^ ;_ 
e«r le triangle FBC donne JF'C = v/(a»— ^») = «. 
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Lojs^'on prend le /oyer /" , on » 4PQ« 



a 



mais pour k foyer F', m es\ négatif ^ et on a 






Ce seroit \t contraire , si- le point M avoit une abscisse » 
négative. On tire de là ^ -(~ ^' = ^ ^ * comme on 
donne aux lignes FM^ F' M le num de Rayons vec^ 
ieurs ^ on voit que dans VElUpse ^ la somme des rayons^ 
yecteurs est égale au grand axe» 

On tire de là une méthode très-expéditive pour dé- 
crire relHpse : après avoir tracé les axes et les foyery 
jP, F ; de.jF comme centre , avec un rayon OK égal 
^ une partie quelconque du grand axe- , on décrira un 
arc vers M ; puis de Fautre (oyer F' , avec le reste 
AK de Taxe , on décrira un autre arc qui coupera le 
premier en Jlf , et donnera un point de la courbe , puisque 
FM •\- F' M7=z AO . En décrivant des arcs de part et d^autre 
des axes , on trouvera quatre points à. la fois. 

Lorsque la courbe a de grandes dimensions , on fixe aux 
foyers F et F' les deux extrémités d'une corde dont ïa Inn*- 
cueur soit 2a , puis on fait glissef sur cette corde un stile^ 
en la maintenant toujours Itndiie dans une situation sem- 
blable à F MF. Le stilet décrit la courbe% 
. 3^8. On peut donc en quelque sorte regarder Tellipse 
comme une courbe à deux centres ; c'est ce qui a fait 
nommer Exeentrictté la distance FC : elle est nulle pour le 
cercle ; car a ^= ^ donne « =: o. Plus Fellipse s'alonge , phis 
Us foyers s'écartent : dans le cercle ib se confondent avec 
Je -centre.. 
. fou^ trouver la valeur du Paramètre , qui t$t la double 
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2o6. ordonnée passant par le foyer , on fait jt' = a* -— 3* , dans 
Tëqu^tion a^"^ + **** = ii*è'» et on trouve^ = db — • 

Le paramètre est donc p := = \ c^est iat# /rt>i- 

ji(2m« proportionnelle au grand et au petit axe. 

399. Pour rapporter Tellipse à des coordonnées polaires y 

on place ordinairement le pôle au foyer. On poarroit en 

trouver Inéquation pai^ la transformation (38S) ; maïs il est 

plus simple de reprendre la valeur de t" tx. de mettre 

Torigine au foyer F, en faisant jp= x* *{- m\ on trouve 

êlCx' + Et) , 

r = a i: ; et comme xf ^=ir cos I • en subs- 

tîtuant il vient 

fl»— «• a (1— «0 
ou r i= — i ^ 



tf 4* « cos % 1 -^ e cos • 

en faisant « = a^ c— à d. e désignant le rapport de IVx— 
centricité au demi grand axe, et I Fangle MFO. Cette 
formule est très-usitée en astronomie. 

4. He VHyperbole. 

ao4* 4oo. L'équation de l'hyperbole , lorsque l'origine est 

•*» 
au sommet A^ est^* = — CpMx + ^^) • o' (^m» + x) :r 

est le produit des distances y^Pet OP du pied de l'ordon- 
née aux sommets : donc ici comme dans l'ellipse , leë^ 
€arris des ordonnées sont entre eux comme les produits de 
ces distances; lorsque l'origine est au centre, l'équation 
est a*y* — b*x^ = — a*^. Si a =sb l'hyperbole est dite 
Equilatére ; son équation est jr* — j:* =3 — a\ 

En changeant a: en ^ et j* en x, l'équation devient 
iy* «*- a*x* ?= a*b* : la forme est la même au signe près du 
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sfcond membre ; les abscisses x sont alors comptées sur 2o4- 
celui Ï)U des deux axes qui ne coupe pas la courbe. 

Comme dans l'hyperbole b peut être ^ a , on nomme 
premier axe celui qui rencontre la courbe ; il est prs 
sur la projection de Taxe du cône sur le plan coupant. 
L'autre est le second axe ; de sorte que «■/• — h^x^ =ia*b* 
est réqnation de l'hyperbole rapportée au second axe a, 
Voy, fig 222 , où C est le centre. 

Si on di*crit une ellipse ABOD sur les mêmes axes , elle 204. 
sera alongée dans le sens des x ou des j^ et compris* 
entre les sommets : ce sera un cercle si l'hyperbole est 
ëquilatère. Ces courbes ont des propriétés communes ou 
analogues, qu'on peut voir Giomitrie de position , par 
Camot, p. 143. 

4oi. Sans nous arrêter à faire de nouveau les calculs 
propres à donner les foyers de l'hyperbole, changeons b 
en b V^— I , nous aurons 

Ainsi Vfyperbole a aussi deux foyers F et F' sur le premier 207. 
axe :. prenant Aï} = b^ CD sera \/(a* -|- ^') = • î ****** 
on portera CD de C tn F tl P pour avoir les foyers. 
Puisqn'ici « et x sont ^.tf , tfn a «lor ^ a* ; on doit donc 
préférer le signe •— pour que /soit positif, et on a pour 

ttX 

Je foyer F,FM= /= — — «. Mais pour l'autre foyer P 
M est négatif; il faut au contraire prendre pour /le signe po- 
sitif, en sorte qae jF'Af = i^ =: U a. On en conclut 

a ' 

f' — /= 2a , ou la différence des rayons vecteurs égalé 
au premier axe. 

On construira l'hyperbole d'une manière analogue à 



&<>7» reiiîpsé : après aVoîr trace les axes ^t \ti foyers , on éé^ 
crira vers M , un arc du centre F avec un rayon quel- 
conque AG ; puis du centre F' avec lie rayon OG , on 
décrira un deuxièqae arc : le point d'intersection M sera sur 
la courbe , puisque la difïérence des rayons vecteurs , ou 
FM — FM = AO. Les mêmes ouvertures de compas 
donnent aussi quatre points de la courbe. 

Le paramètre conserve la même valeur p = . 

4o2. En raisonnant ici comme pour Fellipse , on ob- 
tient pour Tëquation polaire 

«• — fl' a (»» — i) 

a -\- » cos ê ^^ I -H * cos ^ 

Le pôle étant en F, et en faisant Tangle AFM=zê et 

5. Méthode des Tangentes. 

ao8. 4oo. Si par deux points M et Q d*une courbe quel- 
conque BMQ j on mène une sécante SMQ , et qu'on fasse 
varier la position de Q sur la courbe, la sécante prendra 
diverses inclinaisons déterminées. Si on rapproche Q de M 
jusqu'à faire coïncider ces deilx« points , là sécante SQ 
deviendra TM : cette droite se nommé Tangente ; cVst 
une sécante dont on a fait coïncider les points d'intersection. 
Remarquons que l'équation de toute droite qui passe en 
«n point AT (x',j^) est 

y—y=zA{x~9c'). ... (0 

en sorte que pour déterminer la tangente TM^ il sufHt d'as- 
signer k A \^ valeur qui convient à l'inclinaison de cette 
droite , ^ = tang. T ; il faut pour cela exprimer en 
analyse les conditions qui lui servent de définition. 
Désignons par x' -^ h tl y -^k les coordonnées du 



^uxièkne point Q d^intersection de la sécante SM , ou ^ôâv 
MR=h, QR = kylaL tangente de Tangle QMR est 

— = tang S. Or tang T est Tisiblement la limite de 

tang S , lorsqu^on fait varier le point Q pour Tapprocher 

de A/ ; en sorte que si on pose tang T^s± tang S ^ m ^ 

k 
ou A=z —-}.«, « pourra dëcroitre indéfiniment. Si 
h 

donc on parvient à mettre la valeur de— sons la»forme 

P '\' fii P étant une quantité invariable, quand on change 
le point Q ; et ^ étant aussi petit qu^on veut, l'équation 
^s/F-f-zS-f"*^^ partagera (167) en deux autres ; Tune 
Az= p qui dcteriQinera A ; l'autre /8 -f- * == o , qui devra 
subsister entre les variables J^ et A, quelque part que soit 
le point Q sur la oèurbe. 

Concluons de là qu'il faudra substituera^ -(~ ^ et x' -|- A 
pour j/ et y dans l'équation Af = o de la courbe , et 

k 
en tirer le rapport — ; puis y faire k t\.h nub ; on ob- 
tiendra ainsi la limite de ce rapport on A. Enfin substi- 
tuant dans l'équation (i) , on aura celle de la tangente. 

La droite indéfinie MN perpendiculaire à la tangente 
au point M de contact , est la Normale ; l'équation est 
facile à déduire de celle de la tangente , puisque ces 
droites ^passent par le point M (a/ y y), et de plus sont 
perpendiculaires. L'équation de la normale est (Syi) 

j^— y =— i. (x—x') ... (2) 

Les longueurs TP PN comprises entre les pieds Tj P et 
N de la tatigente , de l'ordonnée et de la normale sont 
1^ sQUS^tangente et la sous^normale. JEln faisant jr^^f 
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Ao8. dans les ëqualions de la Mngente et de la normale, oti 
obtient les abscisses ATéi AN des points 7* et N\ on ert 
conclut facilement. 

sws-tang, TPotx x* — x= -i~- . . . .(3) 

A 

saus-m>rm. PN ou x — x' ss Ay ... .(4) 

H pourroit arriver que la tangente et la normale n^eusseni 
pas la même disposition que dans notre figure, et que la 
sous-tatigenie fâi a: •— ar' ; et îa sous^normale jc' — ■ jr j 
mais alors le signe négatif qui affecttfoit ces valeurs , in- 
diqueroit cette circonstance (332), 

Les longueurs MT et MN sont appelées aussi Pune 
tangente j Fautre normale,' 
20Q. 4^4* Appliquons c.t% priripipes, et commençons par 
V ellipse ; on a «y + ^^^* = ^*^' » *^ metunt jr' -^ U 
et x' ^h pour y et j/ , il vient 

«• ry 4.*)» + *•(«' + hy=a^h^ 

développant et retranchant la proposée , on a 

fcû* (ay' 4. k) -f W' (ajc' + A) = o 

d'où — =: _ ~Ji — ^ . -/ et -4 = 

A a-(^^ + k) ay 

puis substituant dans les équations i , 2 , 3 et 4 9 ^t ré- 
duisant , on trouve 

i*. Equation de la tangente ^ ayy ^ h*$cx^ =: à*^'* 

ay 
a?. Equation de la normale^ j'— y=-^(« — «') 



bx' 



3**. Ponr b sous-tangente^ TP=i — -- — 

i*x^ 
4*. Pour la sous-^normalej PN = — ^ . 



/ 
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4o5. Noos tirerons de là plusieurs conséquences : 209. 

i<*. La valeur de A ne change pas lorsque xf txy pren- 
nent des signes contraires ; ainsi les tangentes en M et M' 
sont parallèles. 

A**. En faisant^ = o dans Péquation de la tangente , on 
a CTsxss: — ; a > x' donne Cr> a. On voit que 

Xr 

CT est indépendant de b ; ainsi toutes les ellipses décrites 
sur le même axe AO auront un même pied T pour la 

tangente TM^TQ , Tabscisse x' ^^ CP demeurant la 

même. Ainsi décrivotu un cercle AQO sur le diamètre A0<, 
prolongeons l'ordonnée PM en Q, menons la tangente TQ 
et nous aurons le point T. Cest un moyen facile de tracer 
la tangente à Tellipse. 

3*. En faisant^ = o dans l'équation de la normale , on ^i o» 

trouve jr= CN= ■ x' ; ainsi N tl M sont situés 

a* 

du même càté de Cjr. 

406. Si par le point O (a* o) on mène une droite 209. 
quelconque ONj son équation sera j = m{x — a) ; de 
même celle de la droite ^A est^ = «' {x -{- a). Le point 

de rencontre de CC9 lignes a pour coordonnées^; ^ a. y 



r= ■■ : ce point est déterminé lorsqu'on fixe 

les directions des lignes AN et NO , c«-à-d. « et «^ ; mais 
comme elles sont adtitraires, on peut en disposer de manière 
que ces lignes se coupent sur l'ellipse ; on dit alors qu'elles 
sont cordes suf^lémentaires. Dans ce cas nos valeurs x et y 
doivent satisfaire à l'équation ay* -{- ^'^* = '*^* 9 ^^ ^^ 
donne tf^«V' + B^mm' =0 , ou ««' (a^ém' + ^*) =30. On 
exprime donc que les cordes se coupent sur l'ellipse , ^ soit 
I. aS 
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209. en posant « on «'=:o; ce qui n^apprend rien de noiiVeâù) 

soit en taisant nm = — • — . 

a» 

Le signe — provient de ce que « et «' ont des signes 

contraires , puisque si l^un des angles formés avec Taxe 

AO est aigu ( vers la droite } , Pautre est obtus. Si a = ^ , 

on a ««^ -j^ I s=: o , et les cordes sont à angle droit , c'est 

la propriété du cercle. Traçons un cercle sur le grand 

axe ; Tangle ^iVO sera obtus, comme étant intérieur à 

son correspondant dans le cercle. Les cordes supplément 

taires du petit axe forment entre elles un angle aigu, puisque 

cet angle est extérieur à celui qui lui correspond dans le 

cercle décrit sur CB. 

407. Toute ligne CM menée par le centre C a pour 
équation y = A'x ; si de plus on veut qu'elle passe par 

le point Af(ar',^) il £aut que ^' = ~— r pour la 

tangente en M^A c= — — - , d'où AA' =— — = <mi'. 

Si donc on mène une corde ^iV parallèle 4 la ligne Cilf (qui 
va du centre au point de tangence), ^'=«' donne ^s=«9 
et la tangente TM est parallèle à la corde supplémen- 
taire NO^ ce qui fournit encore un moyen très-simple 
de mener une tangente à l'ellipse. 

408. Faisons décrire la courbe an point de contact 
Af (a;%y^) , et suivons la tangente dans toutes les positions 
qu'elle affecte. £n O^ x' sszOj y :=:o j l'équation de 
TM devient x = a'f ainsi la tangente est parallèle auxj*. 
A mesure que le point de contact s'élève sur la courbe y 
a/ décroit et y croit ; et comme . 

yl = ■ —j- et CT:=z "Zj^ ^^ point T s'éloigne sans 

. cesse I et l'angle MTC décroît , jusqu'au ce qu'en B 1« 
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tangente devienne parallèle au grand axe. La symélne de 209. 
la courbe dispense de poursuivre plus loin cet examen : 
ainsi il ny a point d inclinaison donnée qui ne puisse con^ 
venir à F une des tangentes de VeUipse, 

Il sera facile de trouver en quel point d'une courbe une 
droite doUla toucher, pour que son inclinaison soit donnée. 
En effet, ce problème corniste à trouvera/ et^ lorsque A 
est donne f et on a pour cela les équations 

«y* + *'jc" =3 a^b^ , Aay + b*x' = o. 

On peut également résoudre un grand nombre de pro- 
blèmes relatifs à la tangente , et qu^on traiteroil par une 
analyse semblable. 

409. Cherchons rinclinaison des rayons vecteurs sur la ^to. 

tangente. Soient CF=m, les angles rMT= F, FMT^ P. 

Toute droite qui passe en M {x',y)^ pour équation 

.j'-^y =zA' (x-^x^) : s'il s'agît du rayon vecteur FM^ 

comme le point F (j», 0} est sur cette ligne, on a 

— y' 
A' =zs . » . ^ . Hais pour Fintlinai^on de la tangente , on 

M ^^ X 

l^x* . . A A' 

a ^ss— ■ ; .; ainsi cang F= ■ . j ., 9 toute réduc-* 

iion faite, devient tang V=. — y £a changeant « en — «, 

*'^ • 

* b* 

on a pour l'autre rayon vecteur f '3/, tang P = -p 

■»/ 

ces valeurs étant égales avec des signes contraires , on en 
conclut que les angles V et F' sont supplémens l'un de 
l'autre (35 1). Ainsi l'angle FiVTest aigu et «applémçnt de 
l'angle obtusPilTT; ou plutôt les angles aigus F'Af/ et FMI 
sont égaux. 

Ainsi !es rayons vecteurs de VeUipse ntènis au point de 
contact sont également inclinés sur h tangente et sut 
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la normale* Donc tous les rayons lumineux ou sonores 
F^M qui partent du foyer P doivent à leur rencontre en 
M avec Fellipse se réfléchir à Tautre foyer F. En prolon- 

' géant PAT, la tangente TM divise en deux parties égales 
l'angle FMG^ et la normale l'angle PMF. 

4io. On peut se servir de cette propriété pour mener une 
tangente ou une normale en un point donné M de l'ellipse ; 
car prenant sur le prolongement de FM^ MG = FMj 
TM sera perpendiculaire sur le milieu de FG, 

Si on veut nrener la tangente TM par un point exté- 
rieur donné i , le point M n'étant pas connu , au lieu 
d'employer un calcul qui seroit diffus , il est préférable 
de supposer le problème résolu ; alors / étant à égale 
distance- de F et de G, le cercle FG qui passe en F et dont 

/ est le centre , passe aussi en G\ mais ( . . 

F G r=iF'M + MF=zAO; donc le point G e«t aussi 
sur le cercle décrit du centre F avec le rayon AO. 

Une fois ces deux cercles tracés y le point G est connu , 
on mène F G et on a le point M de contact. Il est d'ail- 
leurs certain que les deux cercles doivent se couper ^ 
puisque sans cela, le point G n'existant pas , le problème 
seroit absurde ; ce qui ne peut être tant que le point / 
est extérieur à l'ellipse : on a même deux points G ^ et 
partant deux tangentes. . 

ao5. 4i'* Appliquons à li parabole les principes du n^. (4o3). 
On a pour le point M (x'^y) àe cette courbe ^»=a/?x' : 
changeons y' en y -{^ k et a/ en x' ^ hf il viendra 

y* + ay'k + k* = 2pa/ + aph , 
qui se réduit â k {py* + k) = 2ph , d'où 

— s ^— et >df = -^ 

h uy+k / 

!•• équations i , a , 3 et 4 deviennent donc 
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Equation de la tangente, yy =;?(ar -(- x^) 2o5. 

Equation At la normale. ( y — y }p -{-(x ~^x)y = ù 

Pour la sous-tangente.. TPzzz-L^ = a* 

R 
Pour la sotts-normale. . PN:=z p 

donc I^ le pied T de la tangente est à gauche de To* 
rigine , en sorte que AT =: Af^ ou /a sous^tangente 
est double de Tabscisse. 

7,^. La sous-normale est eenstante et égale au demi^ 
paramètre, 

3*. Pour la normale MN = y/{PM* + PN* ) on trouve 

MN= ^(y +p-) = \^[:u:+p ) p. 

412. Cherchons l'angle TMF= V que forment le rayon ao5. 
vecteur et la tangente ; ce rayon passe par. les points 
M (stf,y) et F {jpy o) : son équation est dodc 

y-y'=zA' («-*' ), d'où A' = ^0^ 

pour la tangente TMj, on a ^ =s -^ ; ainsi . . » 

Une V = 7-r- • devient en substituant 

® i-j-AA' 

tan.. r--rl±l£l=:£fl-£.->r 

à cause- de y^ssaffx^ , et en supprimant le facteur com- 
mun jp-^âBf. Ainsi le triangle IVIF estisoseèle^ puisque 
Tangle 7= TMF, Donc tous 1rs rayons lumineux et so- 
nores SM parallèles à Taxe , doivent i leur rencontre en 
M avec la parabôU se rëflëchir au foyer F. De plus la 
tangente TM divise t angle QMF en deux parties égaies , 
et est perpendiculaire sur le milieu de QF, Enfin FM'=:FTj 
ce qui fournit encore «n moyen de mener la tangente TM* 
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9o5. ^t3. Faisons varier le point de tangeoce il/ ( x', y ) et 
plaçons-le successivement en tous les points de la courbe \ 
puis suivons la tangente dans toutes les positions qu'elle 
affecte. Comme elles sont déterminées par Féquation 
yy* :=zpfx ^ x')^ ou plutôt par Tangle fo&më avec Taxe. 

des X , dont la tangente est Azz:: —^j et par Fordon- 

ne'e àTorigine, ^/ =:-^— = \ y i il est facile de voir 

qu^au ^sommet A^ où j?' =s: o , J^ = o., Taxe desj^ cst^ 
tangent: qu' ensuite à mesure que le point de contact s'élève. 
sur la courbe AM ^ 3^ et ^ croissent, air^si que Ai \ 
Fanglç T diminue. 

La tangente prenant toutes les directions possibles ^ 
il jCy a point d'inclinaison donnée qui ne puisse com^enin 
à Vune des tangentes de la parabole. Si donc on connoit 

A , on tirera die ^ ==— ^a valeur i^y et le point de tan— 

gence. Soit, par exemple ^ ^=1, onaj/=/i, d'où 
x' ^=^i p.) le foyer F répond donc au pcùnt G dans tonte, 
parabole , pour lequel la tangente fait, un anglç de So*- 
avec Taxe. 

4.1 4* 11 ^t visiUe par là que Péqnation yy :=:p fx '{- x^) 
peut servir, à mei^er une tangente, sans connoitre le point 
de contact \x' ^y\ pourvu qu'on donne certaines conditions 
propres à le déterminer. Si on vent , par exemple, mener 
:ïo5. une tangente par un pointât / donné et extérieur («, y8) , 
l'équation de cette ligne devant être satisfaite par « = « 
et j- = ^ , on a fiy z=sp (« + «') , y^ r^apx' ; l'élimina— 
tion feca connoitre le point 4« contact {x\y). Mais 
voici un procédé plus facile pour construire cette tangente. 
Supposons le problème résolu : soit I le point donné, 
et IM la tangente ; puisque IM est perpendicu^laire suc. 



It milieu àt QF^ lest à la même distance de- F et de Q. aoS. 
Si donc du centre I on décrit un cercle passant en F j,'il 
passera par le point Q de la directrice ; oo tire ensuite QM' 
parallèle aux j:, et on. a le point, de contact ; ou bien on. 
mène IM perpendiculaire sur QF. 

On ne doit pas craindre que le cercle ne coupe pas 
b directrice , puisque toutes les fois que la tangente est; 
possible- ('ee qui arrive quand le point/ est extérieur; , le 
point Q doit exister. On a méoie un second point Q'y c.-a-d, 
deux tangentes. 

4i5. Venons-en maintenant i Vf^er^ie } on pourroit 
ici refaire tous les calculs qu'on vient d'appliquer à l'ellipse; . 
mais il suffit de changer dans ceux-ci ^ en ^ ^ — t^ (^90} 
On trouve alors les résultats suivans : 

x*. Pour l'inclinaison et l'équation de la tangente 

A. =: — j y a^yyi — b^3$^ =5: — fl*p* aoj/. 

La tangente TM fait avec l'axe des x- un angle aigu : 

elle est parallèle à celle qu'on mèneroit en. M'. On aura de 

même T équation de la normale^ 

a* 
a**. CT=: — y les points M et T tombent du même- 

QÔté du centre C, comme x' est > a. Test compris entre C 

et le sommet ^, et la sous -tangente s= ■■ >. 

Xr 

La sous-normale =s: 



a» 
3*. Pour les deux cordes supplémentaires Otf et AS^ 

on a «4/ = — ; les deux angles formés avec l'axe des x- 

sont aigus : l'angle OIS A est droit dans Fhyperbole équi- 
bière , car alors ««' = z. Pour la ligne CM et b tcngente • 
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en Af , on ^AA' = — ; on conclut donc que le procède 

(407) pour mener une tangente à Fellipse est applicable 
ici. On mène au point M de contact la ligne CM^ puis la 
corde OiV parallèle à CM , et sa corde supplémenuirc NA\ 
celle-ci est parallèle à la tangente TM. 
207. 4^. Les angles formes par les rayons vecteurs et la 

tangente conservent la même valeur — — : leurs inclinaisons 

sur la tangente sont donc les mimes ainsi 4pie sur la nor- 
male ; TM divise F' MF en deux parties égales , on cens— 
tniît donc la tangente par le même procédé que pour 
Tellipse (409). 

Si le point donné est sur la courbe en Jlf , on prend 
MG = MF^ et on abaisse MT perpendiculaire sur le 
milieu de FG, 

Si le point donné est en / hors de la courbe , du centre / 
on décrira le cercle FG ; puis du centre F' avec un rayon 
F'Gi=iF'M'^FM^=:AO ^ on tracera un second cercle 
^jui coupera le premier en deux points : G étant connu, F' G 
donne le point M de contact. 
212. ^^^' Faisons parcourir au point de contact Mies divers 
points de la courbe. En ^ (a:^ = a,^ = 0) Téquation 
de la tangente devient x = a , ainsi la tangente au sommet 
est parallèle aux y» A mesure que le point il/ s^ élève sur 

la courbe ^ x' ei y croissent ; et puisque CT^=: —, le 

pied Tde la tangente s'approche du centre C, sans jamais 

y atteindre (que lorsque x^ =qc). 

Pour connoitre les positions successives de \^ tangente , 

il faut en déterminer les diverses inclinaisons ; mais on ne 

b^x' 
peut les déduire de la valeur A = -— ;• , parce que ^ 
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et r' croissent ensemble. Pour lever cette difficulté, met- 

h ^**' 

tons font^y sa valeur ± — ^(a/*— «* ) et divisons haut 

et bas par hxf , il viendra 



A=: 



v(-^) 



or plus x' croit et plus ^ décroit , de sorte que Tangie T 
diminue sans cesse; mais cela n'a pas lieu indéfiniment, car 
le radical approche de plus en plus de un et ne peut dé- 
passer ce terme qu'il n'atteint même qu'à x' =zco : donc 

alors ^ = ih — et CT=i o. Du reste, il est inutile de 

o 

continuer le mouvement du point M sur les autres parties 
de la courbe, à cause de la symétrie. 

Si on porte au sommet A les ordonnées AD =: AD'^zz à , 
et qu'on trace CD et CD* , ces droites auront pour équa- 
tions y = it: — x; elles seront donc celles dont il vient 

a 

d'être question. Ainsi CD CD* sont les limites de toutes 
les tangentes , et ne rencontrent la courbe qu'à l'infini. 

b 

417. G)mparant l'ordonnée PMz=l± — ^(d^ — a*) de 

^ h 

la courbe , à celle PQ =3 ±: — 3? des droites CD et CD', on 

^ a 

voit que toute la courbe est comprise dans l'espace DCD' 
indéfini, de sorte que jamais l'intervalle QM n'est nul, 
quoiqu'il diminue sans cesse et puisse être rendu aussi petit 
qu'on veut. On appelle Asymptote une droite qui s'approche 
ainsi d'une branche de courbe sans l'atteindre jamais ^ 
quoiqu'elle en approche indéfiniment, V, n®. (85. 

n résulte de Ui que, i"*. les droites CD et CD* dont 
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h 

^12. i«s équations sont jr = ± — x sont les asymptote» ât- 

l'hyperbole* 

2"*. Elles sont les limites des tangentes. 

3*. Toute tangente à la courbe fait avec le prf mier axe 
on angle compris entpe DCA et un droit. On ne peut doncr 
se proposer de mener à Uhyperbo^e une tangente parallèle- 
à une droite donnée , qu'autant que sa parallèle CI menée- 
par le centre est hoiB de Pangle DCD'. 

4''. Toute droite passant par le centre € et tracée dans. 
Pangle asymptotique QCQ'' rencontre la courbe ^ et bois 
dç cet angle eUe ne la rencontre pas, telle que CL 

5^. Lorsque l'hyperbole est équilatèc^, les asymptotes, 
sont à angle droit , à cause de b=za.. 

4Ki3. J^i8. Rapportons maintenant l'hyperbole 4. ses asymp-^ 

• 

totes CT Cb pour axes coordonnés : MP parallèle à C5« 
donne CP=ifi', PM=iy ; soit ^ l'angle ACT= Açh ^ 
d'où 

lang « =3 — = tapg ACT 



cos * 5=3 — -r ^T-r » sm « 



substituons — « et « pour (xo/ ) , {^xy* ) dans les formules 
générales {By 383) de la transformation des coordonnées; 
il viendra 

valeurs qu'il faut substituer dans ay* — ô*x»=— a'^* , 
ce qui donne x'y = | (a' -|- 3»). Suppiimant lc5 accensk 
tt faisant pour abréger 

-J (a'-f-ô') =m', îlvientxy = m* 
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poor réqnation de Thyperbole rapportée I set asymptotes. Si %\d^^ 
on eut compté les a/ sur Cb et les y sur CT , on auroit 
obtenu ay = — j (a» + **) = — m*. 



m» 



Çpmme x=: — > on voit que la courbe s^approche in-. 

définiment de Taxe d^s x sans famais l'attein4)re , ce qu'on 
savoit déjà.. 

4ig. L'angk bCP des asymptotes est 2« } ^^ comme 
x^X sin (2«») s= m* sin (2«) , et que x^ sin ( 24» ) est ( 365 9. 
y, a®.} Faire du parallélogramme CPMQy il s'ensuit que c^//^. 
4^re est constante^ que^ue pari qu'on prenne le point Jf. 
Au sommet A^ cette aire devient CDAB, qui est un 
lozange^ puisque les triangles CDji CBA ayant eo C eiA 
leurs angles égaux, sont boscèles : on en conclut m rrCD. 
m* est cç qu'on appelle la Puissance de l'hyperbole. 

Lorsque l'hyperbole t$\ équi}atère,t CBAD t$\ un carcé 
dont m' est la surface. 

4^0. Cherchons l'équation de la tangente TM en un point 21 3^ 
M ip^^y)^ en prenant pour aies les asymptotes. Cette équa- 
tion est^ — y = A [X — x')^ octant le rapport de» sinus des 
angles que cette tangente fait avec les axes (367). Mais pour 
une sécante quelconque , AAT passant en iV, on trouve en 

résolvant le triangle MIN, -: — rrr-r s= -r «n faisant 

MI =x A , IN = k : ainsi — A est visiblement la limite 

de ' 7- • Il ne reste donc plus qu'à chercher cettelimite f 4o3). 

Or mettant x' — h ety -|-iE: pour x^ et^ dansl'équa** 
Von x^y = m* , on trouve 



4 



h 

p 

i\ ^x' + yx = a/n» 
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AI 3. pour Féqaalion de la tangente, jr =io donne pour le pîei 

T de la Ungente TM^ x = — ou CT=^x' = zCP. 

n en résulte , i*. qu'en prenant TP = CP et menant TM^ 
on aura la tangente, a"". SM:=zMTj ainsi le point de 
contact M est au milieu de ST. 

^*3. J^i, L'équation de la sécante MN est y=:kx + 1 1 
le point R où elle coupe Fasymptote se trouve en faisant 

. ys=o, d'où C/ls= — — . Les points M et N d'in- 

tersection avec la courbe s'obtiennent en éliminant x et jr 
entre jy s= m» et j* = itro: -|- / ; donc kx^ + Za: s= m*. 

Or ^ — est la somme des racines (iSy, a®.) ou CP'{^aN\ 

donc CP + aN= CR=CP + PR: ainsi fl2V^= PA, et 
les triangles Nab PMR étant égaux , on a ^iVc= MR. 

Puisque cette propriété subsiste pour tous les points de 
la courbe, on en tire ce procédé très-simple pour la dé- 
crire. Après avoir trouvé l'un des points de la courbe, 
tel que M (le sommet, si Ton veut), par ce point on 
mènera une droite quelconque Rb et on prendra RM:=:ibN% 
N sera un second point de la courbe. £n répétant cette 
construction sur le point M, ou sur iV, on obtiendia 
de même de oiouveaux points. 

42a. Si on applique le raisonnement du n^. 4o3 à l'ëqua* 
tion ^* :=: mx' + /lo/* , on trouve 

k m •+■ 2nx' + nA ,, ^ . » 'w + 'w/ 
_ =3 , , d ou >f == 

k ^y +k y 

pour la tangente de l'angle formé avec l'axe des x , par 
la ligne qui touche la courbe au point (x^^y)- Donc 
les équations de la tangente et de la normale sont 
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toù «us-ung = ^/^^ 

soui-nonn =; -J m ••{- nx^ 

Inéquation j^'s:: tuji? -{- nx* convient i nos trois courbes qui 
ne se dlstinguttit entre elles que /par les valeurs de m 
et n (39g). On cumule donc ici les divers résultats obtenus 
précédemment. 

4^3. Lorsqu'on élimine x et^ entre réquationj^=rax-{-i^ 
et celle d^une courbe du second degré, les coordonnées 
X tly sont celles des points de rencontre de la droite et 
de la courbe : elles sont données par des équations du 
second degré. Suivant que les racines sont réelles ou ima- 
ginaires , la droite et la courbe ont deux points communs 
ou ne se rencontrent pas. Mais si les racines sont égales^ 
la droite est tangente à la courte j pubq^'alors les points 
d'intersection coïncident, comme ayant mêmes coor« 
données. 

Si , par exemple , on élimine x tX y entre 

dx+3x=3io, et4y*+x* = 4 

pour trouver les points de rencontre de la droite et aog« 
de la courbe représentées par ces équations , on trouve 
aSx* — 6ox -|- 36=: o , ou (5x— 6)* =y o. Ainsi la 
droite 73f touche au point ilf ( f, f ) : l'ellipse ^J?0, dont 
les demi-axes sont ACs=za=ia , BCz=zbssi, 

Lorsqu'en faisant jr = o dans une équation , on trouve, 
(x ^ «)* =3 o y on doit en conclure que la courbe touche 
Taxe desx au point («i o). K fig. 226 et a3o, n^, 448 
et 454. 
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6. Du Ctntre et des Diamètres. 

21 4 ^t 4^4* iiOrsqù^un point C jouit àt la propriété de couper 
ai 5. en deux parties égalei toutes les cordes^ telles que MM' ^ 
Menées par ce point ^ t)ii lé nomme Centre de la coorbe» 
Mettons Porigine en C; menons PM ^ PM' parallèles 
à l'axe (}y ; les triangles CPM , CPM' sont égaux à 
cause de CM=CM' ; ^'où CP= CP , PM=PM\ 
Donc , lorsque Porigine est au centre de la courbe , les 
ordonnées et les abscisses sont deux à deux égales et de 
signes contraires. La réciproque à risiblement lieu : Pangle 
yAx des coordonnées est quelconque. 

Donc pour qu'une courbe ait le centre à V origine ^ il est 
nécessaire et il suffit que son équation ne sOit point al-^ 
térée lorsqu'on y change x en — x et y ^n — y. 

42S. Appliquons ce précepte aux courbes du second 
degré , dont Péquation générale est 

Ay^'\^Bxy-\' Cx^ + Bj + Ex -^^ F = 0. . . (x) 

Il est manifeste qu'^/i que la courbe ait V origine pour 
centre , il faut que son équation ne contienne pas. les termes 
Dy et Ex : elle sera de la forme Ay* -^ Bxy -^^ Cx^-^-Fazo. 
C'est pour cela que, par anticipation, nous avons donné le 
nom de centre au milieu de Taxe de l'ellipse et de l'hy- 
perbole ; et il devient prouvé que toute corde qui pass^ 
par ce point y est coupée en deux parties égales. 

Mais une courbe pourroit avoir nn centre qui ne soit 
pas situé à l'origine ; alors il faudroit qu'on pût l'y trans- 
porter : on changeroit pour cela jc en j/ -f- a, ^ en j^ -f" ^» 
et on détermineroit les coordonnées arbitraires a et & de 
la nouvelle origine , de manière à chasser les termes qui 
s'opposent à notre loi. Fabons ce calcul pour l'exemple (t^ ; 



ton égalera à zéro les termes où a/ etj/ sont au premier *^^ 
degré , et il viendra aï5. 

et la transformée est A/* + Bx'y + Ca/» + Ç = o , 
Q désignant le terme tout constant. La courbe du second 
tfegré a donc un centre toutes les fois que ce calcul est 
possible, et elle n'en a qu'un seul: mais elle n'en a 
point dans le cas contraire, <jui a lieu lorsque J3> — 4^C=o; 
les équations {7) sont alors contradictoires (ii5, a*). Ce- 
pendant si Tun des numérateurs de a ou ^ étoit en même 
tems = o f Tautre le seroit aussi ; il y aurait une infinité 
de centres , et les deux équations (a) rentreroicnt Fnne 
dans l'autre (ii5, 3*.). 

£n général a et 6 représentant des coordonnées varia- 
bles, les équation^ (a) appartiennent à deux droites, dont 
rintersection donne le centre ; elles sont parallèles lorsqu'il 
n^y a point de centre , et elles comcident lorsqu'il y en 
a une infinité ; les centres sont tous les points de cette 
droite* Ces cas particuliers s'éclairciront , bientôt (458), 

Donc la parabole n'a point de centre ^ puisque B*-^'-^C 
devient o — ^xo^=zOp pour l'équation j^ se a px. 

4a6. Op dit qu'une ligne est Diamètre d'une courbe at4 «V 
lorsqu'elle coupe en deux parties égales les cordes parallèles^ aiS. 
menées dans cette direction déterminée. 

Lorsque deux droites sont réciproquement des diamètres 
Tune par rapport 4 l'autre , on les nomme Diamètres 
Conjugués. C'est ce qui a lieu pour les axes de l'ellipse 
cl de rhypcrbole , etc. 



4où Sections coniques. 

AI 4 et 4^7. Pour que Taxe des x sôit diamètre, les cordes 
;2i5* étant parallèles à Taxe des j^, il faut que chaque abscisse 
donne deux valeurs égales et de signes contraires pour j' : 
ainsi en résolvant par rapport ^y les équations du second 
degré qui jouissent de cette propriété , il faut qu^on ait 
y=z±L \/K ; K contenant x. En faisant le calcul sur 
IVquation (1) , il est visible que cette condition xi^a lieu 
qu'autant qu'elle est privée des termes Bxy et Jïy. 

On verra aisément que , pour Uellipse et Phyperbole , 
les diamètres passent tous par le centre. 

De même , pour que Taxe des y soit diamètre par rap- 
port à celui des x. Il faut que Féquation de la courbe ne 
contienne ni Bxy^ ni Ex, Donc, pour que les deux axes 
des X ^\.y soient diamètres conjugués, il faut que réqua" 
tion soit privée à la fois des termes Bocy , I/y et Kx , 
c.-à-d., quVlle ait la forme 

* 

Ainri, Torigine est au centre; l'ellipse et Vfyperbole peu^ 
vent avoir des diamètres conjugués , mais la parabole n'en 
a point. Tout cela est indépendant de Tangle des coor- 
données. Donc 

2i4 et !<>. Soit BB^ un diamètre de Pellipse ou' de Thyperbole, 
ai 5. ona.vu(4o5 et 4»5, i^) que les tangentes IGeiHK en JS et JS' 
sont parallèles : de plus elles le sont aussi au diamètre con- 
jugué Cy > puisque , par la nature du diamètre BB' , la 
double ordonnée est nulle en ces points. Ainsi , pour que 
la courbe soit rapportée à ses diamètres conjugués , l'axe 
Cy des ordonnées , doit être parallèle à la tangente menée 
au point B ou W , où l'axe Cx des abscisses renueontre la 
eourbe. 

a*. Toute ligne CB menée par le centre C, est un 
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diamèue dont le conjugué e&t parallèle à U tio^ente en B; 21a et 
cela recuite de ce q,'^ Tcquation Kk la . courbe rapportée 21 5. 
à ce système d'ax,e$ a alprs nécessairement lasiorme (4). 
Ainsi, dans V ellipse et Vt^perlntle ^ il^ a' une infinité 
de diamètres, conjugués. 

3"*. Si AO est le premier ave de Teltipse ou de l'hy^ 
perbolc^ il y aura toujours deqx, cordes sap|>Iëmenuirl!t 
ON,^ NAy parallèles aux diamètres- conjugués. Çy ei Cxt 
tl la relation donnée pour Tinclinaison de ces tardes sur 
Taxe AO , convient aussi à celle de ces diamètres : cette 
relation est a^tut^-^- b''=so peur Tellipse, et a^mn'^^i^mio 
pour rhyperbole, 

' 4*». Si le diamètre conjugué Çy féncoAtre aussi là ai/i- 
conrbe^ ce qui a lieu pour Tellipse , on yeri-a de même 
que IK et GH Ungenles en D et D' sont parallèles aU 
premier diamètre BË'. Le parallélogramme GIKH est 
appelé Cirtofiscrit ^ la courbe. Mais C^ ne là rencontre al 5. 
pas dans le cas de rhypërbole, puisque cette droite* est 
tracée hoiis de Tangle des asymptotes (4ï7»4*). Le premief" 
diamètre coupe donc la courbe, mais le seiond ne la 
rencontre, pas. 

4a8. Soient Cx ti Cy \e» diamètres conjugtaés d^uno a 14. 
ellipse; on nomme jBB' et DD' leurs Longueurs : fai- 
sons CB=a' et Cl)=ib\ {Or ytsro donne x:z=a\ 
x = o donne ^ = J' '; ces conditions étant introduites dans 
Téquation (4) , on a Ba'* = Q ; Aà"^ z= Q ; d'pù 

B =s — 9 -^r=— , ce qui chaUge cette équation en 

tf/y ^ jy^jc^ ^ fl'ty» .... (5) . 

qui est celle de Tellipse rapportée à ses diamètres con- 
jugués. 
4a9. Soient pareinement Cx et Cy les dbmètres conjugués ai 5. 
I. 26 
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2x5. de rhypeilN»te ; CBi=Ê^ ^ donne Sa'* = Çy car ^= o 
répond à xthtêi^. D» pins Çy ne coupant pas la coarbe , 
$i on connoissoit Fëquation rapportée aux diamètres 
Cx , CjTj jet qti^n voulût tronve r le point où Cj- rea~ 
contre la courbe , x = o donneroit une valeur imag^— 
tiaîre : mais (par \eé méaies motifr qu'au n**. 388, 3^)^ 
changeons le signe sous le radical , cette valeur deviendra 
réelle ; représentons-la par y : alors « =» o devra donner 
yssi^^y* j d'où — -^A'^ =r Ç , ft' ou te demi^longueur 
du seci^ni àiafnitref itùnt V ordonnée obliçue qtà tipond 
au centre f mùiè rendue réelle» Les équations Ba'*-=. Q^ 

^Jb'^sziQf donnent B c= -—- , A^z-^-^, et ea 

aubstituant dans (4) où obtient pour l'équation de Thyper- 
bole rapportée à ses diamètres conjugués; 

afy* — b'^x* c= — fl'»J* . . . • (6) 

Si on pren4 CD n CD" = ^' , les parallèles OH y IK à 
Cx forment te parallélogramme GIKH inscrit dam l'hy- 
perbole, # 

Les équations (5) et (6) pouvant se dédbire Pone de 
l'autre en tnettàtit if^^^i pour 5^, il en sera de mètne 
des résultats de «atouls, qti'on est, par cette t-èmarqney 
dispensé de faite pour les deux couibes. . 

430. En changeant ^ en ^ , et ^ en x , l'équation de 
l'ellipse n'est point altéréfe , de sorte que toutes les cons— 
tnictions qu'on fera sur l'un des diamètres y seront 
applicables ï l'autre. Cette propriété appartient également 
aux axes. L'équation de l'hyperbole devient 

y y* _ af*x* s= af*y* , 

lorsque les x sont comptés sur le second diamètre* 

43 1. Puisque les éqiatioos de Tellipse et de Fhyperbolt 
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npportëes aux axes et aux diamètresi spnt de même fonne , 
il est inutile de reproduire ici les calcufs déjà effectués 
pour les axeSf et on peut en déduire que 

1^ Les carrés des ordonnées PM sont proportionnels ^ï^ tt 
aux produits des distances PB ^ PB' ie. leur pied P aux Jii5. 
extrémités J^ et B^ du diamètre ( SgS et 4oo ). 

a*. Deux ellipses dont Tune a pour axes et Tautfe pour 
diamètres conjugués, atf' et a^, ont même équation ; aiitti, 
pour chaque abscisse, Tordonnée est dVgale longueur, 
mais sous des diiyctions dilTérentes. Donc, pour tracer 
une ellipse, lorsqu^on connoît les directions et les lon- 
gueurs des diamètres conjugués CB^ CD^ on prendra 3i6* 
CK :== CK* ss CD perpendiculaire sur BB' , pub, ^ 
Paide de la propriété des foyers ou autrement, on dé- 
crira l'ellipse BKB'K' sur les axes flJS' et KK' : enfin on 
inclinera chaque ordonnée PN suivant PM parallèle à CD. 
Si tf'srry , BKRK' est un cercle. 

La même construction s^applique visiblement ï Thypef- 
bole; on verra qu'il en est de même de la parabole. 

3*. LMnclinaison d^une tangente en un point quel-» 
conque ( ^ f J^ ) et Téquation de cette ligne , sont 
respectivement pour Tellipse et Thyperbole 

Seulement A n*est plus la tangente de Tangle que cette 
droite £iit avec Taxe des «, mab bien le rapport des sinus 
des angles qu'elle fait avec les deux diadiètres conjugués 

(367), 

4*. £n ayant égahl i la même dbtinction, on pourra 
yfiAt que la télatiûo ddâûée pour les cordai supplémen* 
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taires (4o(*)) s'applique ici, et que par conséquent le pro- 
cédé qu'on en a fiédûit pour mener une tangente, a encore 
lieu. 

^ij. Soit donc menée du centre C au point de contact M la 
ligne CM et. sa parallèle B'N^ la tangente 771/ sera'pa- 
rallèle à BN : et comme il suffit de connoitre le centre 
pour avoir tant d^' diamètres qu'on voudra-, on sait meaer 
une tangente , lorsque le point du contact et le centre 
^ sont donnés. 

31 4^ S^. Puisque deux diamètres conjugués CD y. CB sont 
toujours, parallèles à deux cordes supplémentaires ON ^ 
NA d'un diamètre quelconque O^, la recherche des dia> 
mètres conjugués qui font entre eux un angle donné, re- 
vient au m^me problème pour ces cordes, ou plutôt 
à la formation ^u triangle ONA dans lequel h base Oyi 
II; t l'angle JVsont donnés. On décrira donc sur un diamètre 
quelconque OA^ un s'îgment de cercle ( 208 , IV et V ) 
capable de l'angle donné ; la circonférence coupera l'ellipse 
au point N par lequel on mènera ON et NA , puis leurs 
parallèles DC , CB : il y a deux solutions. Si le segment 
est un demi-cercle décrit sur le diamètre AO^ les parallèles 
h NO et NA sont les axes, 
o^ Q>mme les cordes supplémentaires OB, BA qui joi- 
gnent les extrémités du grand et du petit axe , forment 
dans l'ellipse le plus grand angle , les diamètres conjugués 
ne peuvent l'excéder : si donc l'angle donné n'est pas 
compris entre cet angle et un droit (t)u le supplément 
de ces angles ) le problème sera absurde , et le cercle ne 
coupera pas la courbe. 

Lorsqu'une ellipse est tracée , il est facile d'en retrouver - 
les axes , le centre, etc.. On mènera deux cordes parallèles 
quelconques; la droite qui joindra leurs milieux sera un dia- 
mètre ; le milieu de cette droite sera le centre. Si on décrit 
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lin cercle concentrique qui- coupe la courbe eh 4 points , 216. 
\es droites qui divisent les quatre- arcs en parties ëgales 
sont les axes. 

Toutes ces constructions ont également Heu pour Thy- 
perbole; 

432. Cherchons maintenant les relations qui existent 
entre ks demi-axes a, &, et les demi-diamètres conjugués 
a\ h' : pour cela , reprenons les équations de la courbe 
rapportée aux axes et aux diamètres conjugués , et ra- 
menons Tune d^elles à Fautre à Taide d'une transforma- 
tion de coordonnées. Commençons par l'ellipse. 214* 

Supposons donc que T ellipse soit «apportée aux coor- 
données obliques x' yj* ^ comptées sur les diamètres con- 
jugués CBy CD j et qu'on veuille prendre d'autres ii^ 
rectangulaires ÀOj M^M : on sait que, pour cela y il faut 
substituer dans l'équation a^*y * -j- h^^x'* =: af*b^* , pour x' 
cl y les valeurs (X>, 384) 

x' = : ^ , y = ^ . , 

sm I *^ sm I 

y et 5' désignant les sînus dés angles BCA ^ DCA forAiés 
{iar K:s axes des x' et y avec celui des x ; c et ^ étant 
Ibs cosinus de ces angles; enfin ê étant l'angle DCB des 
diamètres conjugités, d'où sîn ê'=s^e — sc\ Le calcul donne 

(,/ V -h b"t'')^y — 2xxÇaf*sc + ^ VO +(a' V+y V) x* =tf'»y>sin' I , 

Or Y pour exprimer que le nouveau système de coor- 
, données est celui des axes, il faut qae ce résultat soit 
identique avec ay* -^ b^x^zs^a'^b^^ ou du moins rendu 
identique par la multiplication d'un facteur inconnu a: 
ce qui donne en égalant terme à terme 

fi ) . . . . a'V» + *' V» = Atf% «"5r 4. yWc' s=s • , . . . . (2) 
(3; . . . . a'V + *' V» = A b% af^y^ sin» I = Aû'** .... (4) 
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Ai4- Pour déterminer a, multiplioi» la i". et U 3*.; il ▼îent 
a'V5» + é' V( jV* -f ^'<^')+ ^V V» == A»^»*» ; or le 
second terme =:^ 'û" ( jc' — 5'r)'-f-^^''«"^^''ï<î» <1* sorte 
qu'on a (a'"5c + ^'V^ )" -f ^ Vsîn' é œ aV*\ Or le 
premier terme se détruit par la 2*. équation, le.seceod est 
^*b* par la 4** 9 ^c>nc Aa^^^ = x^a^b^ ^ ou As= i. 

A étant déterminé , nos quatre équations ne tiennent plus 
lieu que de trois, et en effet la 4*« «st le produit de la i**. par 
b 3"^. Remplaçons donc celles-ci par leiirsomme^noasawow 

«'•-|-A'»=<f + ^%.. . (5) 
4if^sc + ys'c' = o, . . . (6> 
^è^ sin I = 0^ (7) 

La S^. prouve que, dans rgfk'pse, la somme des earris de% 
dimmètres conjugués esiégafe à la somme des carrés des axes» 
Puisque a'I/ sin I est (365, Y, a^) la surface du pa~ 
^llélogramine CVBK ; la 7*. équation montre que le- 
parallélogramme circonscrit à l'ellipse a pour aire le carré 
des axes ; ainsi , Taire IKHG est constante quelle que soit 
la position ée% diamètres conjug^ués (^). 

Du irestc^ ces trois équations contenant six quantités ^ 

savoir Q^ af y h^ b^ et nos deux angles , on pourra toujours 

anufyti^Mement en troui'er trois j eonnoissant les trois autres» 

a 12. 4^3. Cherchons les diamètres conjugués égaux de Tel* 

lipse ; a^i=y change les équations (5 , 6 et 7) en 

2a^tsza* + h^y a" sia I = tf£ , sc^ s^c^ =: o. 



^•i^"«^^^^i*i^i«^*^«*i|P«»**P»«"«*"i^»P«"»^-"^**»>»» 



(*) Quant à la dxi&n« ëqaatkm , «Ite est ^fcr>tinii> k fier eattv «Res; 
ItB uicllnajioi» de» dfiuL diffuètvM conjt^nëi sw Vta^; mais non». 
•avons quMlea «ont ^iétcmnnéea ]par ccllca des cordes supplémcft-^ 
taires(6); à^se + **5'rf=o raTÎentdone (4a8, 3».) k a«</+&a=o,. 
I et t'' étant les tangentes des angles formés par deux diamètresk 
conjugua avec le grand axe. II seroit aisé de s'^cn oonvaiucM €k 
éUn^ioant d tx H k Taids dits d^ux aotra équatioDS ( 5 et 1)'^ 



La premîbe donne «' = L^ f ■ A ; on a , par la a«. **'• 

enfin soient « et «^ les angles formés par les diaimètres con- 
jugaés ëganx arec le grand axe^^j^ =8ina4r, A5V=sln ^; 
b troisième équation devient sin a« = — sîn a»' ; ainsi y 
ces diamètres forment avec le grand axe le même angle , 

de part et a autre, et I = a«, d'où tang«= — ss yr^. 

is C/G 

Les cordes supplémentaires OBy AB meniëes i l'extrémké 

in petit âxe satisfont seules à celte condition^ ainsi il soffira 

de leuf mener les parallèles CJUtiCN («). Ces diamètres 

scNit visiblement les asymptote de ThypcAole qui a le 

même centre et les mêmes axes. , 

Quant il Tabscisse CP du point Jf , Comme le triangle 

CPM donne «» 4- j^» = a" = | (a' -f 3' ) , en metunt 

. è* X* a 

pour r* sa valeur k* — , .on trouve x =ss — 7— , et 

* a' V^a 

comme ce résultat est indépendant de 3 , on voit que toutes 

les ellipses ont deux diamètres conjugués égaux , dont les 

extrémités ont la même abscisse lorsque 1$ grand axe est di^ 

te même. 

^1^, Pour rhyperbole, sans refaire ces calculs. Il suffit 

de changer b et h\ en h ^*-i et V y/^^\% et qi» 9 

d^ — }/^ =«•—*», ar'^^sin • =r flft , 
a' ii?= ¥^sre ou tf»»^ = *•, 

qui servent aux mêmes usages que pour l^élllpse. On voit 
donc que . dans Vhyperbole^ la différence des carrés des- 



(*) Cfflt waam ce que montre TéquitkMi a'^t^'¥ âr> =5 o , qui , i cadMK 
éê MB « s -* «a • dcfient — «• tuig* « «f* è* s o. 
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:kiS, diamètres conjugués , ^t égale à la dilférence des carrés 
des axes\ et que le parallélogramme inscrit à t hyperbole 
est constant et égal au rectangle des axes. . 

Pour obtenir les diamètres conjugués égaux, a' z=zl/ ^ 
donne a:^à. On voit donc qu'il n'y a que Thyperbole 
équilatcre qui ait des diamètres conjugués égaux; mais 
a z=: b 9 donne aussi a^ zzz b^ ; ainsi | tous les (Jistmètres 
sont alors égaux deux à deux. ^ . 

2x3. 435. Soit et l'angle bCud que forment avec le premier axe 
AC les asymptotes Cb CT d'une hyperbole MN : au 
point quelconque M ( CP-^z^x^ PMr=y) , menons le 
diamètre CMzss. a' et k tangente 57*. On sait (4^0) que 
CP= PT= X, SM= MT. L'un des angles en P est 2« , 
l'autre est aùQ^ -— a§t y ainsi les triangles CMP et PMT 
donnent (355, Z>) 

CM^=x^'\'y^zti2XjCQs 2«, MT*=x'''{'y'"^:2xy cos a«. 
Ketranchons, il vient a" — MT* :=z±i ^xy cos 2« : or 

(4i8) , tang - = _ , d'où cos ^ = ^^^^ ^.^ , 

±b a* — ^» 

sm « = — TT r^T et cos 2>a = cos'« — sm*<» ;= » . , : 

y/(a*^b*) a^+b*' 

de plus a;^ = m* = i (a* -f"^")- I^onc en substituant il 

vient a'* — MT» ma- — ^» == a'» — 3'» ; ainsi MT= y, 

et quel que soit le diamètre CM , son conjugué a pour 

uiS, longueur et pour direction ST, Donc les diagonales/// 

GK du parallélogramme inscrit spnt les asymptotes. 

436. La parabole n'ayant pas de diamètres conjugués , 
rapportons-la à ses diamètres simples : pour transporter 
l'origine A en un point quelconque (a, ^) , et changer 
CD outre la direction des coordonnées , il faut (383), dans 
7*— ^;?jp=:o, faire xz^a-^x'+cy ^ ^=^+J#'+<r' , 
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en conservant à ssf et/ ^ les mêmes significations ^ue 20S. 
précédemment : ce qui donne 

« 

mais 9 pour que l'axe des x' soit diamètre par rapport à 
celui des y ^ il faut (4^7) que les termes ass'x^y et 
^y{bsf^^p€f ) disparaissent : donc jy = o et bsf — pc^ =0. 
CeHe»<i détermine la direction de Taxe des^, donc celle-là 
donne j = o et r:=:i : comme a et ^ sont arbitraires, 
on voit que toute droite QS paraUèle à Vaxe Ax est un 
diamètre ; ces parallèles jouissent seules de cette' propriété. 
On a donc pour Véquation générale de la gyabole rap- 
portée à ses diamètres 

j/»y/a — ^px' -|- ( A' — zpa ) = o. 

11 suit de la définition (426^9 que lorsqu^on a une 
ligne qui est diamètre par rapport à une autre , on peut 
faire mouvoir celle-<i parallèleitient à elle-mdme : prenons 
donc pour origine le point M où Taxe des x* coupe la 
courbe , nous aurons b^ — ^pa = o , d^où 

j'» :^ — JL — = %p'x\ en faisant -^ z=zp\ L^équation 

bsf — pd'=iO^ donne, en désignant par I Tangle desx' et^'% 

y p . 

— ou Ung#=: ^j c^ qui prouve (4ii ) qu« la tangente 

îVrà Torigine jtf est l'axe desj^ ; a;/ est ce qu'on nomme 
I le Paramètre du diamètre MS qu'on considère ; mais 

sin#=— ; ^. ^ , == ,y^ -, 

y/(,p-^b*^) y/ip + za) 

a/^ = -j^Jt^- == â (A» + atf ) == 4)lfF. 



donc 



Ainsi le paramètre est le quadruple de la distance de 
Von'gine au foyer. 



/ 



4io Sectiovs cokiqves. 

^^5, i^éanitsoiu ces ëcjiiatîoiis 

3Ungl = ^y f/ =zp ^2aj h^ir^^pa • • • (g) 

On Toît que lorsqu^on connok deux des quantités p^ //, 
0i 3, et I, OQ peut trouver les trpb auttes ( sauf les excep- 
tions analytiques) et construire la coui4>e; elle a pour 

ëouation y'* = ap'*' ou y" s= ■ . » . 

437. De ce que les équations aux axes et aux dia- 
mètres sont de même forme , on pe«t tirer les conclusions 
snîvantea.* 

1*. La comtniction donnée pour l'ellipse (43i, 2^ s'ap- 
plique à la parabole, lorsqu'on connoît un diamètre et 
son paramètre a/»^ 

A*. L'équation de la tangente en un point quelconque 
ix^^y) est jy's=^( «-{-«*); Pinclinaison sur le dia* 

mètre est donnée par -— qui est le rapport des sinus des 

'angles que la tangente fait avec les axes. 

3". La sous-tangente est encore double de Tabscisse ; ainsi 
on mènera aisément la tangente en un point donné, con- 
noissant le diamètre. 

438. Si 09 a une parabole tncé^MAM' , on pourra dé* 
terminer un diamètre, Taxe, le sommet, les tangentes, etc.. 
car, en menant deux cordes parallèles quelconques et joi^ 
gnant leurs milieux, on aura un diamètre MS : traçant 
ensuite la corde MM' perpendiculaire 2i MS^ et .^IZV paral- 
lèlement par le milieu P, on aura le sommet A,... 

On remarquera que ji^'s=^!-— , ainsi le paramètre est 



une troisième proportionnelle k une absciase- et son 
donnée. 



Discussion* 4^i\ 

7. Discussion des courbes du second degré, ai< 

43g. Nous supposerons d'abord <fue l'équation manque 
du proëuît xf , ce qui lui donne la forme 

^j^' + Cor' 4- /)y + J?x + F = o ; 

« 

or (4a5) lorsque C, ni A ne sont nuls, la courbe a nécc»* 
sairement on centre (A, A) , dont les coordonnées (*) sodl 

E D 

h^ —. , i as — — - . En y transportant rorigine, et 

feisant pour abréger Q=.Ak^+ Ch- + DA+ £A+ F (♦*), 
l'équation proposée devient 

^y+Ca/' + Ç = o CO 

Cette équation présente divers cas. suivant les signes des 
coeffidcns : nous allons les analyser , mais nous prenorons 
toujours A positif. 

i<>. Si C est fositif. 

440. Lonque Q est positif l'équatio» (i) ne peut rien 
représenter ^ puisque trois quantités positives ne peuvent 
s'entredétruire ; ay*4"3«* — 3« — aj^ + a = o , .... 
hy^ -f*aj;*-— 3x4*^ = 09 ^"^ ^^ exemples de ce cas, 

44i* Quand Q est = o, on a Ay''^ ^ Cjt^'so, équa- 
tion qui ne peut subsister qu'autant qu'on a 4 ta fois x't=:o 
et ^ as o t on a do^ un point qui est la nouvelle origine 

f*} On flbcient aifément céi Tileon par le tkéarême (Ses) qui 

C**) En multipliant par A et A les ^uationa rcipectÎTCi • • . • 
9C%-*- J[; = o, a-4A+P=o,anayirA"^-Cfc«= i(M+FA)s 

AE*^CD* 

fdtMiMaBt^Éiif kTalfiirde(^,«ileserédaità(^B#'^ ' x^/; » 



aig. 



4lA SeCTIOHS COIfiQUES. 

des coordonnées. ^* + ^*' "^ ^^ + 4* + 3 = o , donne 
un point (— i» i ). 

44a. Mais lorsque Ç est négatif la transformée devient 
^y^^Cx'^^Q, qui a la forme ay»-h^»a?'»at:tf'ô' : 
en multipliant la première par une- indéterminée a , on 
les rend identiques ; comparant terme à terme , on trouve 
^^AEstf*, Cas=:*% Çfei = fl'K En multipliant les deux 
premières, on a ^Ca* = «'*', d'où jéCx* = Ça, et 

Ce qui fait voir qu'en multipliant la transformée par ■ , 

elle est ramenée ^ l'équation de l'ellipse. On a donc une 
ellipse dont les axes sont connus ( ou les diamètres con- 
jugués si les coordonnées sont obliques ) ('^). 

Ainsi Jj* + 3x* — laa? -|- 3=o, donne A = 2, At = o 
et |j^' -f" 3 oc'* 2= 9; en faisant successivement j^' c=: o et 
a/ = G , ou trouve a = \/3 , b =: \/6. On prendra /(C^=2, , 
et on décrira l'ejlipse DFEO, où DC = v/3, CO = ^/6. 
Si l'angle ^^x est droit, FO est le grand axe, DE est le 
petit. 

Dans les figures suivantes Jlx et Jj désigneront les. axes 
primitifs, A la i^, origine ; C la nouvelle. 

De même j^-j^*'*' — 2y=zo est l'équation d'une ellipse 
tangente à l'axe des x, dont le centre est situé sur l'axe 

443. Lorsque les x et ^ sont à angle droit et que Az=iC 



(*) Les valeurs de a et & s''obtienneiit plus abément en clierchant 
les points où la courbe coupe leit axes des x et des y» Nous n^a* 
TûDS pris le moyen cirde.siu ^ue poui' prouver qu^en «Set la courbe 
étoit elliptique. 
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la «mrbe est on cercle : or Téquation b plus générale de 
celle courbe cUnt (j — fc )• + ( x — A)» = r^, où le 
terme xy manque , et Us carrés x* et y' ont le même coef- 
ficient , on Yoit que ces conditions sont les seules qui 
déterminent un cercle, ay* + aa:' — 4 J^ — 4* + i = o est 
IVqualion d'un cercle dont le rayon est \/ | et le centre 

«»^ ( « » 1 )• 

a". Si C est négatif, 

444* Lorsque Ç=so, on a Jy"^'=. Cx^^^ d^oik .... 

^ = rt jf' 1/ — : il est facile de voir qu'on obtient deux 

droites CB CE, qui se croisent à la nouvelle t>rigine C. Si 

les axes sont à angle droit, les angles DCx\ ECx' sont aao. 

égaux; leur tangente est j^^ --j. 

Akttijr*— -4«*+4y+ïaje — 5=aodevienty=:diajp', 
en transporunt l'origine de ^ en C; on prend ABsss^^ 
BC= — a; on mène CD ti^CE en faisant d^ssi, ce 
qui donne ^ s= ^ a. 

44^* Lorsque Q est positif, Nquation (i) devient. . • 

j4y* — Cx^^ = — Q qui est comparable k 

«y — ft'x* =2 — a^b* ; en pratiquant ici le même calcul 
que pour Pelisse, on obtient pour a, â et ft les mêmes 
valeurs (a) : ainsi la cdbrbe est une fyperbùle; son premier 
axe (ou son premier diamètre) est celui des a;' (*). 

C'est ainsi que ajr« ^ Sx* — a j' — 3x -|- y = o , de- 
vient ajr* — 3«* = — J, lorsqu'on a porté l'origine de A 
en C; et pris jB>^= — i,BC = i ; 'c* "^ ^* l'hyperbole 



•(*) n Init ftin ki k mêniQ remarque <{iie pour TcUipte , «ur 
•B a a ci 6 CD iaiiaiit tour^-ttHir y s o , x' =r Ov(«W , 3<>}. 



aai. 
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sont a=r;, *=\/i- ï^* même jr^— a«'— aj4" 9 =0,' donne 

446. Enfin iii Q est négatif, on a .^^ -^ Cj/* c= Ç y 

équation comparable à ccUe by^^^a^m'^ k: #'^* 

de l'fyperbole qui coupe sona^. aie (ou son a^. diamètre )• 

aaa. 3^» — a«'+ a x+Sjtsss^ donne hss^pisAB , fcs= — Jear^C ; 
d^oà Sj^'^-^ajc" t=|f équation qui revient à celle du 
n®. procèdent en mettant x pour y. On a donc la même 
hyperbole, mais disposée comme on le voit fig. aaa. 

aaS. 44?' Faisons varier^, dans Téquation Ay*^*^Cx'^z=z — ^ 
qui est à Thyperbole M AN LOI; comme jr^o et «=o, 

donnent fl = |/^=Ç-^, * "== J^ (" ij) ' ^* 

suite qu'yen prenant AD =r AD' = 1/ -^ parallèle à Cy^ 

quelle qu'en soit la direction^ CD et CD' sont les asymp- 
totes (417 9 43^5). Or, à mesure que Q décroit , k point A 
s'approche de C; ai9is\, comme les diamètres conjugués 
décroissent proportionnellement, les asymptoics demeureat 
les mêmes. Q devenant nul, on a- ^^'-^Caf^'^o qui 
est représenté par ces droites. Enfin si Q est négatif, on a 
quation Ay^ -^ C«/^ :r= Q qui est celle de Thyperbole 
M'A^N' rO'U i A' s'éloigne de C à mesure que Q 
croit , et on peut de même voir que les asyroplotcs restent 
encore CD^ CE. • . 

44^' Nous avons dit que si, outre le terme Êxyj l'éqna^ 
tion manquoit de Ay ou Cx*, il faudroit une analyse 
particulière pour ces cas. Prenons seulement le dernier 
et soit proposé Ay ^ Dy -^ Ex + F=: o. L'autre cas 
se traite de tnême , ou |d)xtâl revient à cèlui-^ en chan* 
géant a tnjr. 
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Transportons rorigSne : « = ji' + 4, y^=y' + * donne 

Ay*+(^:iM+D)y +Ex' + {Àk^-i- Dk+Eh + F)=o. 

Pour déterminer A et /r, nous supposerons la nouvelle ori- 
gine en un point de la c<mrbe| et nous cliateserons le terme 
en^ : nous aurons donc 

Ak*+Dk + Ek+F=Oj :iAk^D = o; 

« 

la transformée est Ay^ -4* E^sxo^ qui est visiblement 
k une Parabole rapportée k son diamètre ou ii son axe 
suivant que les coordonnées sont obliques ou rectangles. 

Soit sty + Sy — 4* =" 1 ; on trouve A = — i = AB^ Aa4« 
A i= — I = BC ; d'çiiy* = aa/. Le pararoitre est a. 

jr* -^ a^ -1" <* = o , donne AB = BC = i ; la trans^ aaS. 
formée est jr^*^— j/ ; la courbe est tournée vers les jcf 
négatifs. 

£|i£n jr'-^Sj' — ajc-f" ' =•» devient «'^ -f-ij^=:o, aa6. 
en chassant les termes constats et en^^ on prend^C^m^ 
et la parabole est dirigée vers les y n^tift. lie para-» 
mètre est 3. 

449* Ce calcul ne peut pas s^eflecloer dans tons les 
cas; car stAk'{^D:=zo^ donne, il est vrai k^ mais li 
£=o, la a*, relation, Ak' + Dk + Fszo^ laisse A 
arbitraire et ne s^accorde avec la première qne quand 
D* — ^AF-=zo. Il reste donc i traiter c^ caf. En posant 
a^Ar4-jD=:o, la transformée est 4^ys:D* — 4^F, 

on j^*sbQ, en faisant ^ g= ■ ■ « ■ J^ La nouvelle 

origine est d^ailleurs nn point quelconque de la parallèle 
aux X qui a ponr équation ^ = ir. • 

i: Si Q (ou D^ — ^AF) 'tsi négatif, y + Ç=o, 
ne représente visiblement rren. Cest ce qui arrive pour 
a/» — 3jr + 4 = o et*»*— 6«+ io = o. 



4i(> Sections comiques. 

3^ Si Q est nul (ou DV— 4u^F=:o>, on a ^*=rn 
ou j^ = o ; ainsi Tcquation appsitûent A une Droite qui est 
Taxe des x\ On trouve que y* — 4j^+4— o, x* — Gx^-g-rro 
jsont les équations de droites ^ Tune parallèle aux jc , 
Tajutre aux j^. La proposée -<fy* + i3y -jr F=o est- alors 
un carré parfait (i3d). 

3**. Enfin si Ç (ou 7)^ — 4^^^) ^^ positif, on a . • . 
y T=z±z v/Q , ou deux droites parallèles aux x^ et placées 
de part d^aiitrê à égale distance de cet axe.' 2^» -4- 2^ =7, 
en fsfisant ^ = — ^ , donne ^' = it i y/iS. De tnêmé 
X* — 8ir-f-7 = o devient a:' ~ ±: 3 , pour A ±s' 4. 

. 4S0. On peut encore discuter par le même procédé que 
précédemment Téquatîon Bay-}" Dy'{-Ëx-{' Fi=zà f privée 
des deux carrés ^'' et x*, mais pourvue du terme en jcy\ 
En transportant Pongine aii centre, il vient 

5* + £3=0, Bh + D=r4>y 5î»y + Ç=o, 

en faisant Q = BF ^ DE, 

k elh sontconnns par des équations qui ne présentent pas 
de cas d'exception. B^x'y -j- Ç = o est visiblement (4 18) 
Téquation d'uni» Hyperbole rapportée à ses asymptotes : de 
o sorte que si CD' est l'axe des a/ et CD celui des ^ , la 
courbe est' placée dans l'anghe DCD^ ou DCE suivant 
que Q est négatif ou positif. Si Ç zr= o , on a les Asymp- 
totes mêmes, \ cause de x'y = o. 

Ainsi *^ — 2Jî-j-j^-j-i7i = 4 donne A ^2, h=: — 1 ; 
on prendra AB = i , BC = 2 ; Caf , Cy seront les 
asymptotes de l'hyperbole a/j'^a— m ; elle sera MN^ OP 
tant que m sera < a; ou M^N^ O^P pourm > 2 ; wi = 2 
donne les asymptotes. 

45 1. Nous savons donc discuter dans tons les cas l'équa- 
tion du second degré privée du terme ûiy-y ou des deux 
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earr^s x* et^* : îl suffit pour cela de transporter rongine 
au centre , s'il y a lieu ; ou dans le cas contraire , en un 
point de la courbe. On peut même remarquer qu'on ne 
trouve que Tun des huit cas suivans. i®. tin Points 2**. une 
Ellipse^ 3'. deux Droites^ qui se croisent ^ 4**« w^ Hyper-* 
boîe , 5^. une Parabole^ &*, une Droite , 7®. deux Droites 
parallèles j 8". Rien, 

452. Soit maintenant Téquation générale 
Ay^ + Bxy + Cx^ J^ Dy •{- Ex + Fz=: o. . . (3) 

proposons-nous d'en chasser le terme xy par une trans-* 
fonnation d'axes. Nous supposerons d'abord que les coor- 
données, qui jusqu'ici ont été quelconques, sont préa- 
lablement rendues reciangulaires , ce qui ne change pas 

m 

le degré de la proposée (384)- De pins passons de ce 
système d'axes â un autre aussi rectangulaire, et faisons 
pour cela x'=zx' cosé — y* sin ^, y = 0:' sin é +J^' cos tf : 
déterminons enfin l'angle h que forment entre eux les 
^xts des a: et *' , en égalant à zéro le terme en x'y ; il 
vient {^A — C) a sine cosé + £^(cos* é — sin' é)c= o, ou 

(yi — C;sin(204--Bcos(aé) = <^f donc tang(2^)=:-- — -. 

ce calcul ne soufTt-e aucune exception; ainsi les cas ci- 
dessus exposés sont les seuls que puisse présenter toute 
équation du second degré. Deux de ces cas ne sont pas des 
sections coniques; en eH'et, partout où il existe un cône 
et un plan, l'intersection ne peut être imaginaire ou deux 
droites parallèles. Il n'est donc vrai de dire que toute iqua*' 
tion du second degré est celle d'une section conique^ que 
lorsqu'elle ne tombe pas dans ces deux cas particuliers. 

Comme, en faisant mouvoir le plan parallèleinenl, jus- 
qu'à ce qu'il passe par le sonmet , le cône est coupé suivant 
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un point , une droite ou deux droites , respectivement 
lorsquMl dohnoit une ellipse , une parabole ou une hyper- 
bole : on a^^outume de regarder le point comme une sorte 
d'ellipse ^ la droite comme une parabole ; et deux droites 
comme vne hyperbole y ce qui d^ailleurs n^intéresse nulle- 
ment la théorie. 

Pour discuter Tëquation (3) , on pourroit ainsi chasser 
le terme xj y puis transporter Tongine , ainsi qu'il a été 
expliqué.: mais, dans les applications, cette marche intro- 
duit sine, COS0, dont les valeurs ne sont qu'accidentelle— 
ment rationnelles. Les calculs deviennent très -compliqués , 
et il est préférable alors d'employer la voie suivante , 
qui d'ailleurs s'applique à tous les c^s. 

4^3. Comme on connoit d'avance toutes les lignes com- 
prises dans l'équation générale (3), il ne s'agit, pour les 
distinguer entre elles , que de trouver un caractère propre 
à chacune : et il est évident que les limites de la courbe 
remplissent ce but. Pour les obtenir, résolvons l'équa- 
tion (3) par rapport ày : il vient une valeur de la forme ('^) 

jr=r«« + /3±--j- V^( lîix* + na? +/? ) ... (4) 

afinin tip sont des constantes connues. Chaque valeur de 
» donne deux points de la courbe : on n'en auroit qu'un 
seul , si le radical étoit rendu nul ; et s'il étoit imaginaire , 
la courbe n'auroit pas de point correspondant à l'abscisse 
dont il s^agit. Lorsque m est négatif, comme en prenant 
pour or des valeurs suffisamment grandes positives ou néga- 
tives (139,7".), ^x^-^-nx-^-p prend le'signe du plus grand 



nsi{BD — iJtE) ; pszD' — ^AFj voy. «•. iSp, p. 16S.. 



tenue n»x*tf on voit que le radical devient imaginaire , ^^^ 
de sorte que la courbe est alors limitée dans les deux sens. 
Elle seroit illimitée , si >n étoit positif : enfin m nul rédui- 
toit le radical à v/('><v + ;>) j et on voit que la courbe 
seroit limitée seulement dans lAi sens, puisque le signe 
de*iiXy change ^vec x. 

La nature de nos tiîouri>es dépend donc de m , ce qui 
flous force de distinguer trois cas dans notre analyse gé- 
nérale , suivant que m est négatif, positif ou nul. 

Mais, amnt tout, remarquons tjue, pour construire 
les ordonnées PM^ PAT qui répondent à une abscisse 228 et 
AP = a/ , il faut d^abord porter parallèlement 4 t'axe 229. 
des y ( dont la direction est donnée et quelconque ) 
PiV = « X -|- /B 9 puis, pour ajouter et soustraire .... 
y/( mx* ^ nx ^ p) j on en portera la valeur de part 
et d'autre dêNtnN et en A/^ et N est le milieu de MM'. 
Tous les points iVqui satisfont à Féquation 

y=:tix + fi • .^. . (fi) 

coupent donc les cordes parallèles à jfy en. deux parties 
égales; ainsi on tracera la droite £N^ qui est le Via- 
mètre de la courbe (4^6). 

Aux points Û et D' d'intersection de la cou|be avec 
son diamètre, les équations (4) et (5) ont lieu ensemble 
(3ja^, et ces points sont donnés par les racines de 

mx^ + nx + p^=:o • . . . (G) 

On voit de plus qne les ordonnées ED E'iy corres- 
pondantes, sont tangentes à la courbe, puisque le radical 
étant nul, la proposée est le carré de^— .«x — /9 = o; 
ainsi, les pointa d'intersection sont réunis en un seul, aux 
poinu D et D% (4a3}. 
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!«'. CAS. Courbes limitées en tout sens; m nègatîfl 

4^4* *"• •^' ^^ racines de (6) sont réelles en les désî— 

3aS. gnant par a et 3, et prenant AE = a, ^£' =r6 , on aura 

les tangentes et les points d'intersection cherchés D , D* rie 

radical de (4) prendra la forme y/{ — rn{x — d) (x — ^) • ; 

il n^est réel qu^autant que les facteurs X''^a,a: — b 
sont de signes contraires , de sorte que or est ^ et <^ ^. 
La courbe ne s^étcnd donc qu^entre les limites EF^ JE' F'' , 
elle donne une courbe fermée ; c^est une Ellipse. 

Remarquons que pour obtenir EjE'^ on a tiré de (6) 
des racines de la forme x =zh ± \/f\ on a donc porte 
AK = A , puis KE = KE* = \/J, Donc C est le milieu 
du diamètre DD' ou le centre de IVllipse ( 427 ) : ainsi , 
on obtiendra le conjugué en cherchant la valeur que prend 

— -j y/(77ia;* + /2JC + p) lorsqu'on fait xx=ili^ ou For— 

2.A 

donnée centrale CO à partir du diamètre. La courbe étant 
rapportée à ses diamètres conjugués, il sera facile de la dé- 
crire. 
Z2&, Par exemple , j* — 2 :ry -}" ^ **^* — ^y — 4^ + 5 = o 
donne j^ = a:-f-t— \/\ — 2x'-J"^^ — 4); on prend 
AB'=z I, et on mène le dian\ètre BN , {yr=ix -|- i); 
il fait 3vec Ax un angle de 5o" , lorsque les x et y 
sont à angle droit. Le radical égalé à zéro donne x =-^ :3^ 1^ 
et prend la forme \/ i — 2(0: — i) (x — a)}: donc 

AK = f , KE = KE' = i donnent les points D />' d'in- 
tersection de la courbe avec son axe , le centre C et les 
tangentes limites EF^ E'F* ^ puisque^ n'est réel que 
quand on prend x > i et <;2. On a donc l'ellipse, 
fîg. 228. 

Quant aux diamètres conjugués , D*D est l'un ; en 
faisant x = f sous le radical » un a 2 i' =:: y/ a pour 



J 
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Tautre. Ces diamètres sont égaux ici, lorsque Tangle 228; 
yAx^ est droit. 

Pareiliemest y' — «J+ ^a?* — x -\- J = o donne aSo. 
Fellipse DOD'O'; AK= 2, EK=E'Kr=Lyy%, CK= i , 
Ccst le centre, y =? o donne jc* — 2a:-f- i =0, carre de 
âp •— I ; donc , si on prend Al s= i , la courbe est tan- 
gente en / à Ax ; 00' •=:2,h' ^=1 yjik. 

Il est inutile ^e dire que dans les constnictions , il 281 • 
faut sur-tout avoir égard aux signes ; ainsi pour. • . . 
4^* -+-8:ry + 8a;*-j- I2a;-j- ^ -f" ^ = ^ 1 o" * • • • 
y '=' — X — i ±\/ ('— jc* — -2C+I); on construit ED 
dont réquation esty = — x — 1 ; de x' + ^ == 41 on 
tire X = — ^zh i, on prend AK = i, eiKE=KD' = i, 
ce qui donne les limites tangentes ED , E^D* de Tellipse : 
C en est le centre , et on trouve ^' = 1. 

2**. Si les racines de V équation (6) sont égales, a étant 

leur valeur, le radical équivaut à \/ — m {x — a)* ; 
ainsi (4) devient y r=: mx + /^ ^ 7-7 (^ — ^) {/ '^niz 
«on ne peut donc ^ndre y réel qu^en prenant 

X zszaj d'où ^ = a« -f- /S : 

ainsi on n'a qu^oii point ; ses coordonnées sont connues* 
Il est aisé de voir qu'en effet, la proposée équivaut ici ii 

2A ^y^ttx — /& )* + (x — ay /n=o ; et comme la somme 

de deux quantités positives ne peut être nulle , à moins 

que chacune ne le soit en particulier , la proposée se 

partage d'elle-même en deux autres. 

Ainsi y* — xj-f"l**""^'^+ 1=0 donne le point 

dont les coordonnées sont o; = i , et y = ^. De même 

x' +^*' = o donne l'origine. 

3". Si les racines de V équation (f)) sont imaginaires , 

aucune valeur de x ne peut faire changer de signe aa 
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« 

trûiome — mx"^ -|" ^^ ^ P j{ i^» 7"- ) ? ^^ demeure donc 
toujours de même signe que son plus grand terme -— nue* i 
ainsi y/ { — mx^ "h ^^^ "^ P) ^^^ ^^ ct^sse imaginaire : 
donc la proposée ne représente rien, 

£n effet , cette équation revient alors à celle -d 
2>4 (J^ — «<* — fiY -^^ (^mx^^^ nx — p)=zOj dont les 
deux parties sont positives et ne peuvent s^entredétruire ; 
par conséquent il es( absurde de supposer leur somme = o^ 
puisque 1^^ seconde ne peut, comme ci*dessus, être rendue 
nulle. 

C'est ce qui arrive pour^* — a xy -|*. ax' r— ax -f: 4 = o. 

Pour que m soil négatif, comme 171 = jB' r— 4 ^C* ^: 

•fiiut que les trois premiers termes de la proposée (S) , 

^» + ^^y + ^"** forment une quantité plus grandb 

qu'un carré parfait. On voit que dans le i*"'. exemple 

ci-dessus,^* -s— ajcy^- 3a:'s;s(j^ — jc)» -)- 20:'. 

. 2^. Cas. Courbes iUimities en tout sens; 19 post/t/l^ 

455. Ici, a«^ contraire , les trois premiers termes. •. . 
^jr» -j- Bxy + ^^* sont moindres qu'un carré. 

^(y I®. Quand les racines de V équation (6) sont réelles ^ 
a •= AEy h •=. AE' donnent, comme ci-dessus, les points 
J) et D' d'intersection de la courbe et du diamètre i^iV, et 
les tangenUs EFj E'F' ; puis le radical prend la forme 

V^m (x — a) ( X — ^) ; il n'est réel qu'autant que x — a 
et X — h sont de même signe, c-à-d. que x est ^ h ou 
•^ a : oix ne peut donc prendre pour x des valeurs entre 
Q = AE et 6 = AE' , et la courbe s'étend à l'infini de 
part et d'autre des limites EF E*P ; ainsi on a une 
fyperbole, 
f ouç Q^tenir le diamètre conjugué de DD' , comin<& 
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le. centre C est au n^iUeu de DD'^ on fera x z=zAK = h 2^^* 
sous le radical, on rendra le résul^it réel (4^) y «t on aura 
ainsi b\ On en tire ensuite la position des asjrmp- 
totes (435;. 

Soit par e«eniple| jr* — a ojy; — »' — y-f* 7^ — "1^ = 0, 
on en iirc yacx^^àl ^/(aa?^ — 6x-f-4)« On trac^ 
«l'abord. le diamètre £jV, (j = a: + i ) î ax* — 6a;-f-4 = o 
donne x =| ± | ; ainsi le radical devient 

V 2 {x — I ; (a; '• — 2); on prend- AK = J , 

EK = E'K =z ^ , on a les limites EF E'F' tangentes 
en D et D^ ; et comme x est>( a ou •<- 1 , on obtient 
l'hyperbole MM', 

Pour trouver le diamètre conjugué de DD' , on fait 
X = AfC =; I dans y/( a x' — 6x -J- 4 ) » et on rend 
réel ; on a 5^ = y^^. En prenant D'P = D'H= y/i^ 
on forme le pacallélogramme i^iscrit , dont les diagonales 
GF'^ FH sont les asymptotes dit notre courbe. 

â®. Lorsçue les facteurs de mx* + nx -fr p ^<">^ ima- âSa, 
ginaires , la courbe ne coupe pas soq diamètre BN : de 
plus, ce trinôme doit toujours conserver le même sigi\e 
ijue -f-'^^N quelque valeur qu^on attribue à x, (iSg^y^.), 
donc cha.que absci«$sç donne toujours des ordonnées 
céelles, la courbe s^étend à T infini de part et d'autre, 
et elle est une hyperbqle disposée comme on le voit,^ 
fig. 282. 

Quant aux diamètres conjugués, BN ét^nt celui qui 
ne coupe pas la courbe, le centre est sur BN i or, si 
Torigine étoit au centre , les abscisses égales et de signe 
contraire (4^4) répondroient à des ordonnées égales; 
ainsi le radical devroit être de la forme y/ ( mx* •^r p) • 
si donc on veut transporter l'origine au centre , il faut 
faire X = x' -{* '^ t ^^ déterminer h par la condition- 
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. que le second terme de mx^ -\-nx ■\-p dîsparoisse (5oaV 
ou A = : c'est l'abscisse du centre , ( la même 

valeur que précéderament ). 

On prendra une abscisse AK ^ate à A, et l'ordonnée 
KC correspondante donne le centre C On fera donc 

^ = Adans —j ^{mx^ -^ rx -|- /> ) , on aura DC=. a'. 

Pour obtenir b', il faut chercher les points de rencontre 
de £iV avec la courbe j en prenant la partie imaginaire 
des racines de mx^ -\~ nx + p =: o , et la rendant 
réelle, on a KO ^ KO' pour les abscisses des extré- 
mités EE' du diamètre conjugué prises à partir de celle 
du centre. 

Comme les paralKles FH , GI au diamètre BN sont 
langeuies à la courl>e en 1) et /J', les ordonnées O'F, JH 
déterminent aussi le parallélogramme inscrit , et les asyinp— 
loles ÏF, GH. 

Soit par exemple y* -^ a xy ^ a.y — *= o, oi» 
trouve y ^=z — x -\- i ±. -yj {^x'' — j: + i}; le diamètre 
BÎVa pouréquation_j'= — x-^ i ; rommex" — 3:+ 1 = 
donne x:^ \-:*l\ \/ — 3, la courbe ne coupe pas BN- 
de plus x^ ■ — j: 4- 1 étant toujours positif, y est anssi 
toujours réel ; ainsi , on arhy|ierbole donnée Jans la figure. 

Mais pour trouver les diamètres conjugués , on rons— 
iruiia7 = ^±^ \/Z, AK = {,KO=:'^ V^3 = *.0', 
donnent le centre C, et le second diamiire EE' ; de 
plus eri faisant -t = î dans \/ {x' — x ■\- i) , oa a, . 
«' = 1^/3. 

3". Si les racines de l'équaliim (fi) soM égales , le ra— 
■lir,il équivaut à Vm x — a /, cl l'équation (4) devient' 
5 :^ ax-i- fi±. (x — aj yjm. Or, cette expression se 
décompose en deux autres. 
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^= jr (« -4- |/wi) +/S-fl y/m^x=^ X («-^Tii) 4- /8 + o\/wi. ^33» 

On a donc deux droites faciles à décrire diaprés leurs 
équations. Elles se croisent en nn point du diamètre 
pour lequel x c= a; il sufllra de chercher un second 
point de chacune , on fera x := o , et on verra qu^il 
faut porter sui* l'axe des y , de part et d^autre de soa 
point de rencontre avec le diamètre , la longueur a yjm. 
pour obtenir ceux où les droites coupent cet axe. 

On se rend facilement raison du fait analytique , 

qui conduit à trouver deux droites ; car , transposant et 

carrant , la ^oposée (4/ peut se mettre sous la forme 

y- «a: - /8 = (jT - fl) \/ m, eu (jr — #x — ^)' - [x -«)• m = o; 

qu*on décompose en deux facteurs <)e la forme 

{ y -^-kx "^'l) {y •\- h!x -j- /' ) s= o : ainsi la pro- 
posée est satisfaite en égalant Tun ou Tantre à zéro^ 
^llc se partage , comme on voit , en deux équations 
<le droites qui ne sont pas simultanées. 

Soit, par exemple, 4^' —8 «/ + «* + 4X "f" ^ *"• a :^ o, 23X 
on trouve y = x — a±î\/(3x*— 6«-|-3); or . . 

Sx'— 6a;-|-3 = o, donne a; c=: i ; le diamètre 

£iV, ry=:x — I) est donc coupé en un seul point JV 
pour lequel DA = i ; et comme la proposée revient à 
y =i X — ^ dt m(*"" ' ) \/3 ; ofi a deux droites. 
oc r=z o donne y = — ^ ^» t/3; ainsi on prend* 
BE = BE' =|v/3, et on trace les lignes £iV, E'N. 

Soit proposé Féquation y* — a xy — 3 x* — 4^' = o^ n^JL 
on en lire j = x ±: a \/(x* -+• Ar* ) ; y ssix donne le 
diamètre BN ; et on voit qu'il n'est pas coupé par la 
courbe, et qu'on a l'hyperbole MO M'O'. Le centre 
est en C; on prend €0 z= CO' = 2 A ; 00' est le 
premier diamètre ; puis CE == CE' s= k donne le second 
JJiy et les asymptotes IIF , IG, A mesure que k dé- 
croîtra , la courbe se rapprochera du centre et des 
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^34. a.^yxnptotes qui n« changeront pas ; iKr c= o donne ce» 
droites mêmes. £nfin , s^ A*" prend un signe contraire, 
rhyperboie GD' ID «st tracée dans Vautre angle entre les 
mêmes asymptotes, et sVq éloigne 9 à mesuce que A croit. 

456. Parmi les valeurs its coefliciens qui rendent 77^ 
positif, il peut arriver que A soit = o ; car m de%îent=^. 
Nos calculs j cessent d^étre applicables ; en changeant 
j; en j" et j" en x , ce quî> ne produiroit qu'une in-r 
version d^ns les ax.es , on pourroit. les e((ertuer ; mais 
il est préférable de résoudre Téquation proposée par 
rapport à x , ' et de (aire les mêmes raisonnemens et 
les constrHC lions analogues sur Taxe des x. 

a'ib. Soit y par exemple , ^*-— ax^if-i^x-!— <[)^ + r = o^ 

on a x?=^— idiV/(^'+^""^ + ï)l ^* droite 
DD' (jr z=s X '\' i ) est diamètre , c.-à.-d. coup<B en deux 

parties égaler, toutes les cordes parAlèles aux ^ 

^*-|-jr=:=i7_i, donne j'srs-r-^di l/(c— rj); si donc 
c>l, on prendra urfiT = i , KE = KE' =y/(^c~l) j 
et on aura en D et D' les points où Tbyperbole MD M'I^ 
coupe le diamitre DJ9^ £n faisant ^ = •;— | dans. . . 
\/{y*'\' y-^c-^T i)j et rendant réel, on a V(^ — *) 
pour le conjugué de DD'.^ ce qui donne les asymptotes 
F* G et jFH, dont la seconde est parallèle aux y. 

Si c = 5 , on a les asymptotes mêmes ;. et si c < J 
rhyperbolc demeure entre les mêmes asymptotes , mats 
elle passe en HN ^ F'N* dans Tautre angle. 

457. On peut trouver les asymptotes, par up moyen 
bien facile ; on transporte Torigine 9u centre , ce qui 
met la proposée sous la forme Ày* + Bxy + Cx' = Ç ; 
or toute droite qui passe par l'origine , ayant pour équa- 
tion ^ = tfx , les abscisses des points où elle coupe 

|a courbe sont xz=z±.x/ ( . , , l, — r^l' On a ici 

^ \Aa* -f-i/a + C / 
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)n poshrf , ou £* — 4 '^C ^ o ; on pourra donc diriger h. aiS» 
droite (iSg, 7*.) j de $orte que a rende ^a^*|- Ba -^ C^ 
positif, négatif oa nul. Dans le premier cas , la droite 
coupe la courbe ; elle ne la coupe pas dans le deuxième , 
et lorsque Aà* -f- i?<i + C r= o , la droite est asymptote . 
(417)* Ainsi, les équations des asymptotes de Thyperbote 
sont yss^ajCy où 

_ — g±V/C^' — 4^Q _ '^B±L\/m 
^~ :lA ~ 2A ' 

valeur réelle par supposition. 

Ainsi, pour^" — 2xy — x* +4 =©1 après avoir trouve ^g^ 
le diamétçe AN, et les limites DE , lyÈ' ; AE = y/ 2. ; 
pn obtient a-jiz i zH y/ 2. Pour construire ^ = ax , on 
prend AB = i , et comme BF = 1 , on prend. . • « 
FGz=Fff=z^aL^AE \ et on a les asymptotes AGjAH. 

SiC==o, onaa:=:*^— et a = o. En général , 

Vum des asymptotes est parallèle aux x ou aux y, 51/1- 
yant ^ue Vé<fuation de l'hyperbole est privée du terme x* 
vu y*. C'est ce qui a lieu , fîg. 23a et 235. Si Torigine 
est au centre , Taxe est lui-même asymptote. 

3*". Cas. Courbes illimitées d'un seul côté i m = o. 

4S8. Lorsque m =? o ^ ou fi* — 4 -^^ = o , les trou 
premiers termes de la proposée , ou Ay* -|* ^^ "^ Çx^ t. 
forment un carré ( i38) : le radical de Péquatioif '^( 4 ) &6 
réduit à \/(RJt-f-/7). Après avoir tracé le diamètre BJS ^ 
on trouve son point D d'intersection avec la courbe et ^^7* 

sa tangente EF , en faisant nx -{- /> = o ; soit 

X 7= a = AE la racine de cette équation , le radical de- 
vient K ii(x— a); pour que ce radical soit réel, il faut 
que n et X — a soient de laéme signe : donc x est ^ a , 
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^îy* et la courbe est située comme DM y lorsque n est posi^ 
tif ; mais si n est négatif, x est ^ a, et on z DISV^ 
La courbe , qui s^ étend à Finfini d^un seul .côté , est donc 
une parabole. 

On peut aisément en déduire le paramètre de ce dîa« 
mètre , à Taide d^un seul point de la courbe , oa 
même Taxe à l'aide de deux cordes : Voyez n'*. 4^* AinM 
on peut soumettre la courbe à une description rigou- 
reuse). 
aSy. Soit ^* — ^ + 4 *' — ^y — ^ + 5 = o, d'où 
y ^:z ^ X •\- i ± y/(2 jc — 4) î on prend AE^=zsl , EP 
est limite, et la courbe est située comme DM, 

Pour ^* — -a^ + ï ^' — ^y + 3 X — 3 = o , on a le 
même diamètre; et comme le radical est^( — ax + 4 ) » 
on a la courbe DM', 

Mais si n est aussi r=: o , alors l'équation (4) se pré- 
sente sous la forme j- cr «ta; -(- |fl ±1 \/p. Or , 

1®. Si p est négatif, Timaginaire subsiste toujours , et 
il ny a pas de ligne. Telle est Péquation 

{y + ^y — ^y •"- ^* + a = o. 

2S6, 2'. Si p est nul, yr=^mx^ fi^ on n'a qu^vne droife • 
telle est Téquation (^ +* )* "" a^— ax -|- i =0 , repré- 
sentée par BN. 

3*. Si p est positif, on a^c= «j:^- 6±.\/^p^ c.-à-d. 
deux droites parallèles ^ qu'on trace en portant v/^= BD 
sur l'axe des y , de part et d'autre du point B où le 

diamètre BN rencontre cet axe. Ainsi 

(jr -|_ xy — 2^— 2JC := 1, donne^ = — x-^-i :t {/s. ; 
on prend AB = AN = i , BN est le diamètre ; puis 
BD = BD' z= y/2=z BN; et on mène DE , D--£' 
parallèles à 2?iV. 

En un mot , (^-^a;)*— - ay — ax + a=Jf donne 
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y =— X + idtV/C K — \)'.oTi trace ^iV, D^, D'£' ainsi aS». 

qa^on vient de le dire « en prenant ^/) 

sr= 5Z)' = ^( K — I ) : or plus K diminue , plus les 
parallèles se rapprochent du diamètre BN ^ avec lequel 
elles se confondent enfin lorsque ^ = i;siJ^est<^ i^ 
réquation ne représente rien. 

On remarque dans ces deux derniers cas que le dia- 
mètre Z?iV est le lieu Xune infinité de centres ; car 
quelque point G qu'on prenne sur BN ^ il doit diviser 
la partie IM d^une droite quelconque en deux ëgale^ 
ment. Ceci expUque ce qu'on a vu (425), 

Du reste , on peut se rendre raison du fait anaiy* 
tique qui se rapporte à ces trois cas ; la proposée re-- 
vient en effet h (^y — êlx — /$ )» — ^ = o : or , i\ si 
p est négatif, comme la somme des deux valeurs posi* 
tives ne peut devenir nulle , T équation est absurde ; 

â*>. si p est nul , la proposée est le carré de 

y — itx — fir=z o \ y. enfin , si p est positif ,* la pro- 
posée est le produit des deux facteurs y — «x — fi -^ yjp 
par^ — mx^~ fi — \/p : ainsi elle est satisfaite eh éga- 
lant séparément à zéro chacun d'eux ; elle se décompose 
donc en deux autres. 

459. Il résalte de cette analyse que, 

I. Si m, ou JB* — i^AC est négatif, Ay'^ -f- Bxy -f- Car» 
est plus grand qu'un carré ; la courbe est fermée ; elle est 
une Ellipse, {ou un cercle) ou un point , ou rien. Ici C 
doit être positif. 

II. Si m ou fi» — 4 AC est positif, Ay^ + Bjiy + Cx* 
est moindre qu'un carré ; la courbe est formée de deux 
parties illimitées ; elle est une hyperbole , ou deux droites 
qui se croisent. C'est ce qui arriva, par exemple , lorsque 
C est négatif, ou lorsqu'il manquer* ûujr*, (oa l'ua 
et l'autre ) xy restant. 
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*3S. 111. Si m ou B^ — ^ÀC = o^ Ay-" + Btxy 4- C.v* 
est un carré , la courbe s'étend à l'infini d'un seul côte ; 
elhe est une parabole ^ vne droite^ deux parallèles^ ou 
rien. Ce cas a lieu , par exemple , lorsque :xr manque , 
ainsi qu'un des carrés x' ou y. 

IV. On peut composer à volonté une équation dti 
second degré qui rentre dans celle qu'on voudra de ces 
circonstances. Il suffira de recourir à l'équation (4) ^ et 
d'y déterminer arbitrairement les constantes «, /S, m , ... 
seulement on aura soin de composer le radical , de sorte 
qu'il satisfasse aux conditions requises : ainsi m sera 
négatif pour une ellipse , et mx^ -f- /ix >4- p = o aura ses 
racines réelles : m sera positif pour une hyperbole , et 
suivant que l'équation précédente a ses racines réelles 
ou imaginaires 9 cette courbe coupera ou ne coupera pas 
son diamètre , etc. On transposera ensuite «x -|- ;8 , puis 
élèvera au carré. 

Si on Veut que l'équation représente un point , une ou 
deux droites » on rien , il sera plus commode de la former 
ainsi ; X et ilf étant de la forme hy '\--lx -{- g\ 

1". Pour un point, on a X^ -{- M* = o 

a*^Pour une droite , on a X' = o 



^.-v 



3®. Pour deux droites LMz=l o ; elles seront parallèles si 
— est le même dans L et M. 

m 

4^ Pour que l'équation ne représente rien, 

£* 4~ -^^ -4" « = 09 <• étant un nombre quelconque positif. 
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CHAPITRE V. 



PROBLÈMES d'analyse GÉOMÉTRIQUE. 



t. De la Génération des Couriez,- 

460. I. Pour mieax entendre notre théorie , supposons 4e 
qu'on veuille trouver la courbe qui résulte de Tintersection ^Sq. 
continuelle de deux droites AMj BM qui tournent autour 
At A tt B ^ tl sont toujours à angle droit en M. 

Prenons les Génératrices dans une de leurs positions 
'AM^ MB\ soit placée Torigine au milieu C de AB\ et 
AC = r. les lignes A M et MB qui passent, Tune en 
A{-^rj o) et Tautre en jB (r, o) ont pour équations 

ys=ia(x + r), jr= a' («— r).. . .(i) 
de plus on a aa' -|- 1 = o {jz) 

puisque ces droites sont perpendiculaires : les valeurs de a 
et af qui ne satisfont pas à cette condition, répondent à 
des droites AN et BN qui ne sont pas génératrices ; et 
comme aaf -f- > = <> 9 "^ P^^^ déterminer que a ou o^ , 
l'autre demeure arbitraire, ce qui revient à dire qu'on 

peut attribuer à l'une des droites telle direction qu'on 

• 

veut. Si donc on met -« — pour a' , les équations des 



droites génératrices seront y =:ii(x-f. r) , j'zs — '-(« — r) : 

o ^ gg 

X tiy désignent dans leur système les coordonnées CP, 
PM du point d'intersection , qui répond k une direction 
donnée de AM. Si donc on élimine a entre ces équations , 
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aSg. X et y désigneront la même chose dans le résnitat , seule- 
ment les génératrices seront quelconques, puisqu'^elles ne 
sont distinguées entre elles que par , qui n'y entre pas. 

Ainsi l'élimination de û et a' entre les équations, i et a 
donne l'équation de la courbe cherchée : on trouve .... 

a= — ' — , a'= — - — > ûû'+i redevient y*+jc' = r': 

x-\-r X — r ^ 

donc on a un cercle dont le diamètre est j4Bz=i2r, 

II. Si les deux génératrices AMj MB étoient assujëtîes 
^^n * à former un angle donné ^MB, dont la tangente soit t^ 
AC r=: CE = r , il faudroit éliminer a et a^ entre les 
équations (1) et. . . . 



a' 



#s= — ^ — : on auroit (a;*+J'**"'^) ' = ^T- En 

I 4- aar 

discutant cette équation ainsi qu'il a été dit (44^) 9 oix verra 

cnie la courbe est un cercle dont le rayon est 

1/^ ( '^ H 7- ) ? *^ qu'en prenant sur Cj , CO = — , 

C est le centre et OB le rayon. 

En général , au lieu de supposer la courbe décrite par 
la trace d'un point qui se ment d'une manière déterminée ^ 
on peut la considérer comme engendrée par l'intersec- 
tion continuelle de deux lignes (droites ou courbes) don-> 
nées, mais variables dans leurs positions ou leurs formes 
suivant une loi connue. On prendra ces lignes dans l'une 
des positions convenables, et on aura- leurs équations, 
telles que M=o, A=o : de plus les deux constantes 
qui y entrent sont assujcties, dans leurs variations, à une 
C4)ndition donnée P= o. En faisant de nouveau le raison- 
nement ci-dessus , on prouvera que si on élimine ces deux 
constantes entre ces trois équations, on aura pour résultai 
celle de la courbe. 

S'il y avoit trois constantes variables , oxitre Pz=o on 
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éefûAt avoir une autre équation de condition Q = o ; il d4o. ^ 
fandroii éliminer ces trois constantes entre les quatre 
équations Jlf = o , JV=: o, P=o, Q = o, £t ainsi dé 
suite... dé manière à avoir toujours une équation de plus 
qu'il n'y a dé quantités à éliminer. 

S'il y avoit plus de constantes que d'équations moitîs 
une , l'équation finale seroit celle de la courbe cherchée , 
mais il y auroit un ou plusieurs Paramètres variables. 
Ainsi, le problème seroit Indéterminé, et on y satisferoît 
par une série dé courbes. 

Lorsqu'il y a' autant d'équations que de constantes, il 
en résulte des Valeurs de x tijr en nombre fini , on n'a 
plus que divers points ; et s'il y a plus d- équations encore 
le problème est absurde. 

Tout ceci sera édairci par des exemples. 

m. Quelle est la courbe AM dont chaque point M est io5. *, 
1 la même distance d'un point fixe F et d'une droite QD 
donnés'? Menons FD perpendiculaire sur QD ; soit 
DF^zpi prenons le milieu A de AF pour origine ', 
\Ax pour axe des x, Ay pafallèlc à QD pour axe des^ : 
A est visiblement un point de la courbe d'après la gé- 
nération* 

On peut concevoir que QM se meut parallèlement à 
Ax^ pendant que .Filf tourne autour du point F[\p^ o)^ 
les équations de ces droites sont yz=b,ys=:a{x^-ip)» 
Les droites donneroient les divers points de la conrbe 
par leurs intersections successives, si leur mouvement 
ëtoit assujcti k la condition QM z=s FM. Or en éliminant 

9 et ^, on trouve APsizlp-j^ — } de plus. • • • • . 

* 
ÇM:=:AD -^^ AP:=zp -{- *-; ainsi Péquatien de con« 

4S 

• • • 
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1. _ ». j. jy* 



ao5. * dîtion entre les variables a ti b est ?• =/?* -}- 



a 



En y substituant pour « «t è leurs valeurs ■■ '^ , ■ et 

^ tirées des équations des lignes mobiles , il %ieqt pour 
l'équation cherchée y* = 2^70; r ainsi on a qne Parabole, 

206. * lY. On demande la courbe jiBO , telle que^ pour 
dbaque point M^ les distances MF=z, MF' ^=z' à deux 
points fixes donnés F et F^ aient une somme constante 
AO = an = r + z'. Prenons C milieu de FF^ pour ori- 
gine ; CO f CB pour axes des x et des jr ; on est assuré 
d^avance de la symétrie de la courbe de part et d^autre 
de BC. On doit en général s^attacher à prendre les sys- 
tèmes des coordonnées les plus convenables afin de par- 
venir à des équations simples. Soient FC=Cf a? et ^ les 
coordonnées de M, 

On a FM* ou j?* =^* +( * — c y et f^M* ou 

g^* = jr» +( ^ + * )* » 'ï^ F^^ X -^ xfTTz^a, Orsion fak 
Tarier M^ £ et z' changeront , mais a demeurera cons- 
tant , c*est donc z ti t^ qu'il faut éliminer entre ces trots 
équations. En soustrayant les deux premières, H vient 
x'»— jp» ou (r'-j-jT) (jt' — z)^=:icx^ et comme r'+r=aa, 

3LCX ex 

on a ^ — *= — et partant f' = a -f- -: 



• • 



ex 



a : or, en ajoutant les deux valeurs âe 



c'a?* 



substituant û* -{ ;— =/• + a?» -f- ^. Il est évident 

que l'ordonnée ^ l'origine BC = b est telle que B'F=z a ; 
donc c* = a* — 3' , et par conséquent U coniba a poor 
équatioii ay + *'«?'=«•** ; c'^* tmje ellipse, 
aoy. * V. Si on aût^ voulu que la différence des, lignes F' M 



tl FM fût «gale à AO , ou <?' — r = aa , le même calcul aoy. * 
ùtiroît cofidtiil à rëquaiîon ay* — i»jp» = — 0'^* de Fhy^ 
perbole ^ en faisant c* = d' 4- ^\ 

Nous avons ainsi démontré la réciproque des proposi^ 
lions (SgS, 897 , 4<)i ) afin de justifier les constructions 
données à ce sujet, et de développer notre théorie sur 
des exemples simples. 

TI. Etant donnés la droite DN et un point fixe A^ ^** 
cherchons la courbe dont chaque point M est tel , que la 
dbtance MA est égale à Tordonnée correspondante PN de 
la droite I>JVP Concevons cette courbe comme engendrée 
par rinterséction continuelle d^une droite PN parallèle À 
Aff par un cercle KL dont le centre est fixe en ^ ; le 
rayon et la droite variant d*ailleurs, de sorte que la con-^ 
dition donnée AM:s^PN soii toujours remplie. 

L'origine étant en A^ AMiszit^ APz=z/t\ les équa-^ 
lions du cercle LK et de PN sont 

«•+y* = «% « = /• . . . . (t) 

Mais, soient AD=p et I la tangente de Tangle EDA ; 
Téquation de la droite DE qui passe en D(— -ptO;, 
est y=st ix*\-p)i comme en doit avoir MA = NP^ 
réqnadon de condition est Ac:/(/8-f*r)* Lersque Toii 
fait varier la droite et le cercle, « et /B chaaigent seuls; il 
faut donc les éliminer à Taide des équations (i) ce qui 
donne 

l^ Si/si, Fangle E'DA=So^; Péqnatkm devient 
y^:s=2px-{^p*j qniest*celle d'une prabole £'5, dont 
Torigine est au foyet A^ k sommet tnS^ mAS=: AE'ssp. 

sl: Si I < I , Tangle EDA est < &o^i on a une ell^ise 
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241 «^ dont le centre C a pour abscisse ACzzz ^ ■; et IfS 

tp • tp 

aies sont a =— -t^ — « ô = — -- — '^ , 

Il suit de la génération que si DE est parallèle à Djf, 
la courbe est un cercle* 

3°. Enfin si / ^ i ou EDA ^ Se*, on a une hyperbole 
aussi aisée à décrire. Lorsque EDA est droit, Péquation se 
réduit k X '{■'pzziOf à cause de # = ao ; on a la droite 
DI même. 

Ces courbes touchent toutes la droite donnée DE oa 
DE% au point E on £' où elle coupe AE: Cette pro- 
priété pourroit servir à la description de ces courbes , et 
donner un sfioyen facile d'en tracer le contour. 

a42. ^ VIL Imaginons que la ligne AB d'une longueur donnée 
se meuve dans Tangle BCA^ de manière que sts extrémités 
A el B restent toujours sur les cdtés de cet angle; il 
s'agit de trouver la courbe décrite par un point déter* 
miné M pris sur cette ligne AB. Soient asriAMy b==MBy 
AC^ CB les axes (obliques), s le sinus et c le cosinus de 
Tangle ACB qulls forment entre eux ; enfin PB s= z. 

On peut concevoir la courbe comme engendrée par 
rintersectîon de la droite AB , par MP parallâe aux y, 
Leui^ équations sont 

Les équations de condition entre les variables «, ^ et y, 
s^obtiennent en remarquant que les côtés de Tangle S 
coupés par les parallèles AC^ ^MP donnent as t=: hy ; 
de plus , résolvons le triangle MBP, il vient ( D ^ 355 ) 
k^=zt* +PM* -^ 2czPM. Et commt PM =:my + fij on» 

az:^iy *'=:^ + («y+^)* — 2^r(«y + ^). 



2^2. 
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Four ëliminer r , «, /8 et y , mettons a; pour yv et par :^4^. * 
eonsëquenty pour m^^+fi, il vient a**"=ay +*'«^ — 2abexjr. 
Ainsi . * 

On a donc une ellipse dont C est le centre ; la droite CD 
f /= — j est le diamètre ; CQ :=z b , CÇ = — ^ 

ainsi on connoit les conjugués. 

I^onque l'angle ACEt est droit, on a simplement . . • « 
o«^« ^ ^«jt* = 0*^* : rellipje est rapportée à son centre 
et à hts axes ; dans ce cas, toute Tanalyse ci-dessus se 
simplifie beaucoup. Voici donc encore un moyen de tracer 
Tellipse : d'un point quelconque A de Taie des y avec 
un rayon 3c a 4* ^ ^^ ^^ demi-somme des axes (ou des dia- 
mètres conjugués), on décrira un arc qui coupera Taxe des 9 
en £, puis 00 prendra ASfs::a : ilf sera un des points 
de la courbe. 

Il sera facile de modifier cette analyse pour l'appliquer 
au cas où le point décrivant M est situé hors de l'angle 
^CB en M' , de sorte que JBilT = ^ et AM' :;= a. 

VlII. Si du foyer d'une ellipse on abaisse une per- 
pendiculaire sur toutes les tangentes , quelle est la courbe 
qui passe par tous les points de rencontre de chaque 
tangente et de sa perpendiculaire. 

L'équation de la tangente au point (x%y) est connue 
(4o4)« X^ droite qui passe par le foyer ( — - « , o ) , a 
pour équation j^=^( x-(-« ) • pour qu'elle soit perpendicu-^ 
laire k la tangente, il faut (870) que 

fiss ; les équations des génératrices sont donc 
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* liorsque le point de umgence varie , ces lignes changent 
de position avec x' et y : Téquation de condition est 
celle qui exprime que ce point est sur Pellipse ,...••• 
*y*+^**'*=otf*i'. Pour ëliminer, on tire des premières 
les valeurs de x' tiy , et on les substitue dans celle*-ci; 
il vi^nt 

En développant f on a 

or — ' ^* = #* — a*, (397) f le second terme devient donc 
y* ((a: -J- «)» -[• ^" — ^' ) » ^^ sont qu'en réunissant les 
termes affectés de o;^— a' , on a 

Le second facteur donne le foyer ; il est inutile d'y avoir 
égard ; Tautre donne h cercle circonscrit à Veltipse; c'est 
la courbe cherchée. 

i^, b n'entre pas ici ; donc le cercle inscrit dans l'hy- 
perbole résout la question proposée pour cette courbe. 

Q,*. Ce cercle est commun à toutes les ellipses décrites 
Sur le même grand axe ; et même au cerclé qui se re^ 
jproduit ainsi lui-méftie, 

3*. Comme y* 4" ''^^ — «'=0, est indépendant de «, on 
trouve le même cercle tn opérant sur l'un et l'autre foyer. 
SLoS. * I^* Pour résoudre le même problême pour la parabole, 
on verra aisément qu'il faut éliminer x' ex y entre 

yy=p{x^a^),pyz=:—y'{x^ip),f* = 2pxf. 

Il vient a/y = (ay* + ^^'•~*/^*) [p — 3i*)f ou en 
réduisant x S ^y -(- {2.x — pY\ 2= o. Le secotid facteur 

donne le foyer, il faut le supprimer : le prewieTf ou 



J 
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x=09 donne Taxe des ^ ; cW le lieu des pieds des "^ 
perpendiculaires. Vo^. le point i , fig. 2o5. 

X. La parabole 'SAK étant donnée, trouver le lien de a42. ^ 
tous le» points M tels qu*en menant les deux tangentes 
JVM et KM^ Tangte quelles formeront soit toujours égal à 
un angle donné. ^ 

Le9 tangentes à b parabole atix points ( a/ , ^ t ( '* i /') 
#itt pour ^urio» (4*0 

d'angle KMN que forment entre elles ces droites a pour 

tangente f=r- -— . en faisant a' £±=-^ 9 «* 2=3-4. I-o»- 

. i+a'a* y ^'' 

qu'on change les points AT et iV de contact « cet angle doit 
rester le même ; r. est constant, mais x' y' x^ y^ varient ; 
il faut les éliminer, et on a pour cela., outre les deux 
équations précédentes, les trois suivantes 

x' = ^ — , x^ = ^ — « cbangent les dent i«^# en 
^p 2p ^ 

f^-— ^W^ + a;?x= o, jrfl^»— ajy*+ apar= o ; ainsi 
des Jeux racines de la 1'*. de ces équations , Tune est jr^ 

•t l'avtrt /« ; donc yy bk %pm^ d'o4 I a ^ ~f ^ a 

de plus y — J^ = ih a V^(^ — 2/>jc ) ; ainsi 

y—t'jf — p» (a + r) ~irf?»=B o, 

est Téquation cherchée : c'est cell« d^une hyperbole ; et 
comme / n'entre qu'au carre , l'une des branches est dé- 
crite par le sommet il/' de l'angle obtus K'M'N' ^ et 
l'autre par celui M de son supplément NMK, On prendra 
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stjfi»'^ ACz= — '^\p\ C sera le centre; en y transportant 

: Fongine, on a /y--./4ar» = — p»( i -J- i») ; ainsi, les axes 

sont a = — 9 ^=—9 en désignant par s le sinns do 

ts s 

l'angle donné. 

Si l'angle donne étoit droit ou/ss^ , on aoroit la 
directrice ; en sorte que si de chaque point de cette 
droite, on mène deux tangentes à la parabole, elles font 
toujours entre elles un angle droit. Voy, IX. 

An reste, il arrive souvent que P équation même de la 
courbe est donnée , ou presqu' exprimée dam sa définît 
tion, plutôt que par sa génération : ceci mérite à pein^ 
de nous arrêta. En voici un exemple. 

ijt XI. Quelle est la coarbe dont chaque ordonnée est 
moyenne proportionnelle entre celles de deux droites don- 
nées correspondantes à la même abscisse? Il est clair que 
^=flur -)r ^ , y = a'x -f- ^ étant lés équations des droites , 
celle de la courbe est donnée par 

1^. Si Tune des droites est parallèle aux x , af r=zo 
donne y'^zz^ah'x -{- bl/ qui appartient à une parabole qu'on 
décrira aisément. Cependant si a =: o, y* =3^^ donne deux 
droites parallèles , une droite ou rien , suivant les gran-* 
deurs et les signes de h et ^. Si on fait abstraction du 
signe des ordonnées des droites, outre notre parabole ^ on 
en a encore une seconde égale et opposée. 

â^. Si a et 0' sont de signes contraires , on a ane ellipse ; 
et si aa' £= — i , c.-à-d. , si les lignes données sont per- 
pendiculaires, on a un cercle (on a aussi un point ou rien). 

2"^. Enfin si a et af sont de mêmes signes 9 pu a upe 



/ 
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hyperbole ; %\ a^naf Tune des asymptotes est parallèle 
aux droites données , d^où on peut conclure Pautre. 

On peut aussi avoir deux droites qui se croisent. 

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des 
signes des ordonnées , on a à la fois- Pellipse et l'hyper*» 
b<^e décrites sur les mêmes axes , comme fig. »i8. 

On pourroit varier beaucoup ces problèmes : M. Puis-^ 
sant en a mis plusieurs dans son Recueil de diverses propo^ 
sitions de Géomitrie. En voici quelques autres. 

XII. Deux angles de 5o», BjéC^ BDC, éunt doimés ^^• 
de position , les faire tourner autour de leurs sommets 
fixes .^ et D , de sorte que deux c6tés AB^ BD se coupent 
toujours sur BE parallèle à j4B. Quelle est la courbe 
décrite par le point C d*intersectton des deux autres côtés 
AC, DC? 

On peut prendre les angles mobiles quelconques , ainsi 
que la droite BE. 

XIII. Soit un point 3f , tel que^ses distances AM ^ BM ^45. ^ 
à deux points fixes A tX B soient entre elles dans un 
rapport donné ; quelle est la courbe dont tous les points 
jouissent de cette propriété? 

En quel lieu de cette courbe AM sera-t-cHe tangente? 
Comment déterminer le point M ^ tel que les distancent * 
ilf^, MB^ MJ) à trois points fixes A, B et D aient 
entre elles des rapports donnes? 

XIY. Un cercle et une droite étant donnés 9 trouver le * 
lieu de tous les centres des cercles tangens k Tun et à 
Tautre. Le même problème pour deux cercles donnés. 

XV. Les cAtés d'un angle droit glissent sur une ellipse '^ 
OU une hyperbole à bquelle ils demeurent sans cesse tan-» 
gens 'j quelle est la courbe décrite par le sommet ? t 

On peut prendre aussi l'angle quelconque , comme ao 
problème X. 
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a. Problèmes iiterminis et indéterminés fui pussent lé 

second degré, 

"^ 4^1. Lorsqu^oD est coDdah par \a raokition d'un fto- 

blérae dëiennhié i une équatio» «à l'incMiiiM est éfarée 
au-delà du second dagré V ^oki CMniMnt on en constraît 
les racines. Soit par exemple : 

Si on £iit op* =: /i^ , pu a ^.•-^fjr'+-'^ + ">* = <' i de 
sorte que la proposée provient de rélimination dé jr eaue 
€eUes-<i ; si donc on construit tes sections cDni<|ues qui a*y 
rapportent, les abscisses des points d'intersection seront 
les racines cherchées. La proposée aura ^t$ quatre racines 
réelles I quand les dfeux courbes se couperont en quatre 
points ; il n'y aura que deux points d'intersection , s'il n'y a 
que deux racines réelles : elles seront tontes quatre imagi— 
naires s'il n'y a aucun ^oint connnun - entre les courbes. 
Au cas qu'il y eût quelques racines égales ^ les deux 
courbes se toucheroient , etc. 

j^lais comme l'une des deux courbes est arbitraire ^ il 

convient toujours d^ employer le cercle , comme plus aisé 

a46« ^ décrire. Soit donc xy =pm ; la proposée devient. • , 

** + J"* + ^^ == PI 5 après avoir tracé les deux axes 

771 

rectangles j4x , jfy^ on décrira l'hyperbole aytszpm entre 

pr 
tti asymptotes ; puis prenant jiCr= ^ — , on tracera du 

centre C avec le rayon {/(pf + -^^0 ^^ cercle qui cou-» 
pera l'hyperbole en MM'NN' ; les abscisses AP^ >tfi^« 
AQt AQ^ seront les racines cherchées \ deux sont ici po-> 
sitives, les deux autres négatives. 11 pourroit n'y avoir 
aucun point d'intersection ou seulement deux. 
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De même pour jc* — /^*«* 4-;^'^* + p^r= o , on pr«i- *. -. 
dra «• =fy » d'où^» — /5}r -(- f« -f- |»r s o ; ajoaUnl 
jc' —/y = o , il vient 

jr* + x^ — 2py, + ix + pr=o, x*=pjr. 

Ces équatiom appartiennent à un cercle et à une parabole 
qu'il sera facile de décrire. 

Pour x^ ib p''x — ;?*ç^= o , on multipliera par x^ et on 
fera «* s=c/jy ; d'où y^^pjr ^^çx:=o\ ajoutant la précé* 
dente I il vient 

j'* + «• t= f or ou ^ + *■ ft±5 a/y ^ fx 

suivant que la proposée contient -|* p^ on — pV On cons- 
truit la parabole et le cercle qne ces équations représentent i 
les abscisses des points commun» sont les racines cherchées ; 
3: = o répond ît la racine introduite. , 

Par exemple x' •— 3èi*x =: 2P } soit MA la parabole ^J* 
dont Téquadon est x^ =z by ; soit aussi C{b^ a^} le 
centre, tt AC=zb\/S le rayon du cercle AfP^, le point Jlf 
d'intersection a pour abscisse jc =3 ^P, c'est la seule 
racine réelle. 

46a. Etant données deux droites a et £ , trouver deus * 
moyennes proportionnelles, de sorte que ^alx \y l b. 
Puisque ac^sszpy^ y*c=ibx^^en Construisant deux para- 
boles, dont a et ^ soient les paramètres, qui aient 
pour sommet commun, et dont les axes se confondent ri 
pectivement avec ceux des j^ et des «, on aura pour l'abs- 
cisse X et l'ordonnée y de leur point commun les lignée 
demandées. 

Mais on peut simplifier beaucoup les consIructkNit en 
employant le cercle* Ajoutons nos équations y il vient 
'* +/***- ajr-^bxsso^ et on retombe sur la conatnKdon a47- 
précédente , où BÇ= ^a^ AB ^^b. 



i(44 Paobiêmes 

a47* Lorsqa» fte^sa, on a jc^=s2a^, ce qui résout 

shtnpleijient le problème de la duplication du cube; et 

même si on fait h=, a, commeonaâ;^= a', on 

n n 

peut aussi former un cube a? qui soit à un cube donne a* 

:: m : ». 

^ £n général les constitictions peuvent être variées <!• 
bien des manières ) car puisqu'elles dépendent de deux 
courbes dont on a les équations , en les multipliant par 
des indéterminées et les ajoutant , on obtient différentes 
courbes propres à la résolution du problème. 
'^ 463. Au reste , il peut arriver qu^une question proposée 

comme déterminée ne le soit pas , ou même qu'on puisse 
en faciliter la solution lorsqu'elle est déterminée, en la 
faisant dépendre d'une autre question qui ne le soit pas. 
L'analyse indique d'elle-même ces modifications ; c'est ce 
qui va être éclalrci par les questions suivantes. 
a48* * I* Etant donnés deux points A et B , trouver un 
troisième point M tel qu'en menant AM et MB l'angle 
MAB soit la moitié de MBA. Faisons AB = m ; les équa- 
tions de AM MB sont y:=iax^ jrss— a' (x— m) , 
Torigine étant tn A i or et a' sont des tangentes d'angles 

21s 

doubles l'un de l'autre, donc a' c= p^, (i, 35q), 

i — a* 

Eliminons a^eX a' entre ces trois équations ( et faison^ 

abstraction de j^ = o qui n'apprend rien ), nous aurons 

On voit donc que la question est indéterminée , et qu'on 
y satisfait en prenant pour M chaque point de la courbe 
dont nous venons d'obtenir l'équation. On fera . . . , 
ACzsi ^mz:^^ AB j C sera le centre de Thyperbole 
MD ( les asymptotes CG^ CH sont faciles à tracer | 
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{puisqu'elles font avec AB un angle égal aux deux tiers 53. '-k 
d*un droit, ^/^ ^^ ëtant la tangente. V, n^ 35a ) , cette 
courbe sera celle dont il s'agit. 

Si on veut partager un arc AEB (ou un angle AKB) 
ta trois parties ^les, on prendra le tiers AC de sa 
corde AB^ Csûtsl le centre, ^ et D seront les sommets de 
rhyperbole ci>dessns, dont Fintersection avec l'arc don- 
nera (207) le tiers EB de Parc (ou le tiers EKÉ de l'angle). 

On remarquera que pour résoudre le problème de la 
trisection de l'angle^ nous l'avons d'abord présenté sous 
une forme indéterminée et même plus générale , puisque 
nous aurions pu de même trouver le tiers d'un arc d'ellip5e 
ou de toute autre courbe. Du reste , les problèmes de la 
duplication du cube et de la trisection de l'angle sont cé<# 
lèbrcs dans l'histoire des mathématiques. Voy. l'ouvrage 
de Montucïa, 

II. Mener une droite DIV de manière que la somme ^ /^^ « 
des perpendiculaires MD , M'D' , abaissées de deux points 
donnés ilf et Af' , soit égale à une longueur connue =711. 
Soit y = aX'{'b)LéipLZivQn de la droite DD' , il s'agit de 
déterminer tf et ^ par la condition MD -f- M'iy = m, 

La distance du point M {x'^y) â cette ligne (874) est 
■ J^ ' ■; en raisonnant de même pour M' (x^, jr^) 
on a 
(ax'-^'+A)+(«a;^— :y^+5)=TOy(i+flO (i) 



Or cette équation ne pouvant faire connoitre que a ou àf 
le problême est indéterminé : si donc on élimine b de 
jr= njc-f- ^ e° mettant y^r^ax pour b dans (i) , on a 

c'est l'équation de U droite cherchée. Transportons l'ori- 
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a49. * ginc an milieu de AW' en C ( ^ («' -f jt* ), | (Y+y^ ))♦ 
on a simplement 

^=flx + im^(i 4-fl'). . ... (2) 

La direction de la droite est restée arbitraire ; seulement 
on voit que lorsqu'on Ta choisie à volonté , rordonnée 
à Torigine est î^^V^Ci +^*)« ^^^ (^74) ^^ distance 
FC = i m , ce qui fournit cette construction. Du centre C 
des moyennes distances aux axes, on décrira un cercle 
avec le rayon -; m ; toute tangente ^ ce cercle satisfera 
seule à la condition exigée. C'est ce que rend évident la 
propriété connue du trapèxe MDU'M' (ai6, 5^). 

On remarquera que si on eût donné trois points , il 

auroit suffi d^ajouter an premier membre de (i) un terme 

• de la forme at"' '^y^l «f* ^ : en général, pour n points 

k même chose a lieu ; de sorte qu'eu remplaçant sim* 



m 



plement m dans (2) par ^ on aura pour solution de 

ce dernier problème toutes les tangentes au cercle décrit du 

centre des moyennes distances avec le rayon • 

aSo.'^ III. Etant données deux droites APy AD cherchom 
un point M tel que les perpendiculaires ATP, MD soient 
entre elles dans un rapport donné = n : m. Prenons AP 
pour axe des ;c, ^ pour origine; AP=x'j PMz=z^\ 
enfin y"=zax pour l'équation de AD. La perpendicn- 

laire MD = —i — : -y (374) ' 'i»^ P*r condition on a 

d'où y= ~ , 

Donc tous les points d'une droite AM satîsfoot à la 
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^iiestion. Pour la tracer, prenoiu it$ parties ACzszm , aSo. "^ 
jiBx=:n sur les perpendiculaires aux droites données, et 
menons des parallèles BM CM à ces droites , M sera 
Tua des points de la ligne cherchée , puisqu^il satisfait 
irisiblemeot à la conditio'ki : cette ligne est donc AM, 

Si on vouloit obtenir sur une courbe MN les points 
M et N qui jouissent de la propriété désigiiée ; il faudroit 
construire la ligne AMj et prendre ses points dUnter* 
section Bf ^i N avec la courbe. 

Si le point M deroît ^trf situé au dessous de AD^ 
^( 1 4* ^*) auroit un signe contraire, il faudroit prendre 
j40 = m en sens opposé de AC; et on aoroh une a*. so«- 
luiion à la rencontre de BM avec Ox, 

IV. 11 pourroit arriver qu'au contraire le problème (M ^ 
présenté comme indéterminé quoi^Ml ne le fût pas : c^est 
ce qu'on a déjà vu (454) a**) lorsque l'équation du second 
a donné un point unique. Voici un exemple de celte 
nature. 

D'un point K menons deux tangentes KM ^ KN à a5i. 
l'eHppae donnée CMNj ci la corde MN qui joint les point» 
de contact. Si on fait parcourir au point K une droite 
quelconque AB donnée , les points Jlf , N varieront ainsi 
^ue AfiV; on demande la courbe qui est le lieu des 
Jii|tQrseciiofis successive^ de ces cordes JUN, 
. . ]tf ejions par le centre C , CD parallèle k AB , et CA 
diamètre conjugué de CD ; prenons c<f lignes pour axes ; 
faisons CA = • , AK = /8 ; les droites AB , KM et 
r ellipse ont pour équations 

Eliminons y entre les deux dernières , afin d'obtenir les 
points de rencontre de l'ellipse avec la droite KM qui 
jusqu*ici est une sécante quelconque ; il vient 
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^i. Pour que A'itf soit tangente, il faut qu'on ait (4^) 

OU plutAt 

o*^»+i»=s(.^ii— ^)'» et s= t . 

J)éj«:/9+.-'(*— Xon Ure^ =i=- J ^ =T^-: 



^ a deux valeurs qu^on pourroit tirer de notre relation ; en 
les désignant par Ati A' ; on a pour les coordonnées des 
deux points Jtf et jY de contact 



Aa- ^b 






* '^ Aic — fi '-^ Ail— fi 

Am — fi^^ AU — fi 

La corde JtfiV qui passe par deux points connus a pour 

équation (SGg), toute réduction faite, j'ss — 1 . 

*A et A' n'entrant pas dans ce résultat , pour un antre 

point K if tel qu'en jS , il suffira de changer ici fi en 

AB ^=^ fi' \ la corde mn a donc pour équation .... 

h^tM b* » . . 

^ss— ^ H ^. En éliminant, on obtient pour le 

é*fi fi 

a* 

concours des deux cordes x = — ; v = o ; or ces va- 

leurs sont indépendantes Atfi^fi' et b :. dotic , i^ le 
point d'intersection est constamment le même ; a*, il ne 
change pas lorsque l'ellipse a un autre second diamètre , 
leurs directions restant les mêmes ; 3** il est situé sur le 
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prertiicr di^imètre ; 4**- celle propriélé est égalétnehl vraie 
pour l'hyperbole. 

On pourra par le même procède s*assurér que dans 
la parabole la m^me chose a lieu. 

3. De quelques autres Courbes. 



* 



464- Les anciens ne connoissoient qu^un petit nombre 
de courbes ; niaLs depuis que Descaries a appliqué Tai- 
gèbre aux spéculations géométriques, on a vu que toute 
équation en x et r représente une ligne. Outre ces courbes, 
il y a encore celles qu'on trace au hasard, et celles qui 
ne peuvent être exprimées par une équation finie , ainsi 
que rapprend le calcul intégral. 

. pu reste , lorqu'on a divers points F, G^ Mj Z,... \l y 1^3 
a une infinité de courbes qui les unissent ; cependant 
parmi celles qu'on peut choisir presque k volonté , il eu 
est une qu'on préfère , comme étant plus simple que 
les autres, c'est celle dont l'équation a la forme .... 
j^ = ^ + Bx -f- Cx** + , etc. , et qu'on nomme Parabole 
par analogie avec la courbe que nous connoissons sous 
ce nom. Après avoir tracé deux axes jix^ j4y^ et marqué 
les coordonnées ^'^D, DF^ AC^ CGj.,., d<s points connus , 
on comprendra dans l'équation autant de termes qu*il y 
a de ces, points 9 et il s'agira d'en déterminer les coefii- 

ciens A^ B ^ par les conditions données ; savoir, que 

X = AD = « , donne y = DF:=za , et ainsi de^» autres. 

Pour cela comme cr =s a répond k y = a ^ on a . . • 
A = >ï -f. ^^ H~ ^' ** + ••••• ^* même xssfif donne y trr^ ; 
ainsi 3 = >^ -f" ^à^ 6'^^-f-,."* etc. Il faudra ensuite éli- 
miner les inconnues A^ D^C^,,, afin d'en obtenir les valeuri». 

Ce calcul peut être présenté d'une manière simple et 
générale ; car puisque or =: « , doit donner yss,a^ la 
1. ^9 
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i83.* valeur dey doit avoir la forme ^= u^^-f- if , A et K 
étant composés en jc , de manière que x = « rende ^=r £ 
et K = o\ ainsi (491) J5:=: (x— «) AT'. De plus quand 
a:=:/8, onaj^=35 donc on a en général jr =s ^^ 4. X « 
L étant =(jc— /8) Xr' ; de sorte que pour allier ces deux 

conditions y = -*^'a + . B'b 4- M; yrf' et Jff' 

étant =1 lorsqu^on fait respectivement xc=r «, ou =^8; et 31 
étant s=(x — «)(x — /8) iW'. En continuant le même 
raisonnement on verra que 

y=a:Aa + Bk-i- Cc+ elc. 

(x— /fl) (x — y) (x-^i^)... ^ 

(x— ^) (x<— y) (x— iT)... . 
/ i> = ^ ^ ■ .^ y etc. 

Ciô— «) (/8 — y) (ô — J^)... 

£n prenant pour chaque terme de ces fractions autant de 
facteurs moins un, *quMl y a de points donnés. 

On pourra donc obtenir ainsi Péqnatîon approchée 
d^une courbe donnée, mais tracée au hasard; il suffira 
de distinguer un nombre suffisant de points , pris sur— tout 
aux lieux où la courbe offire des sinuosités marquées. 

On pourra ausst trouver , entre des points isolés 
F^GjM^Z.,. , d^autres points assujétis à la même loi : et de 
même entre plusieurs quantités liées par de certains rapports,* 
obtenir une loi qui puisse servir à iaire connoître par ap- 
proximation quelque circonstance intermédiaire. C'est en 
quoi consiste la méihode d'Interpolation dont Tapplication 
est si fréquente aux phénomènes naturels. 
it 4^5. Les mâmes raisonnemens servent h faire passer une 
courbe de nature conmie par une série de points donnés : 
' Téquation de cette combe doit alors renfermer autant de 



CONCHOÏDE*. 45 1 

contantes arbilnires qu'il y a de c«s points , sans quoi le * 
problème seroit absurde ou indéterminé. Ainsi, l'équation 
la plun générale du cerde étant (jr — *.)'+ (Jt— ^ )'= 1*, on 
ne peut^ exiger que cette courbe passe par plus de trois 
points connus («, a') (^, ^)(yT c);ti on auroit pour dé- 
terminer les constantes Ar , A et r , les conditions 

(û.*}'-^>-A;'=r% (J-*;'+r^A)»=:r% (c-*)-+(y-A)>=r«, 

en conservant les désignations ci-dessus. . 

Si le rayon r étoit connu ; on ne pourroit plus se 
donner que deux points, et ainsi de suite. 
. £n général , on peut faire passer une section conique 
par cinq points, puisqu'il y a cinq arbitraires dans l'équa- 
tion générale du second degré dégagée du coefficient 
du premier terme. 

466. Par un point fixe £, menons une ligne BQÊl qui 25^. ^ 
coupe en C une droite donnée jix : puis prenons . • • 
CM:= CQ =: à une quantité donnée ; quelle est l'équation 
de la courbe dont tous les points M y Q sont déterminés 
par le même procédé ? Elle a été découverte par Nicomède 
qui Ta nommée Conehoïde. 

La conchoïde résulte donc de l'intertection continuelle 

de la ligne BM qui tourne autour de £, par un cercïe 

MEQ qu'on fait gli^er le long de AC , de manière que 

son centre soit toujours sur BM. Prenons Ax et BD pour 

axes : soient AC=mj AB = b, CM=zADz=:a ; enfin A la 

tangente de l'angle MCx ; les équations de BM et du cercle 

sont 

yz=zAx — b, (x — «)«+jr» = «» 

mais le pied C de BM a pour abscisse • ; donc o sr/ifn — b - 
éliminons m et A ^ il vient 



\f + à) * "*' ^* 
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2^2. * P^u^ Tcquation de la conchoïde. Du reste , il suit de $a 
génération ^ qu^elle est formée de deux branches , Tune 
en dessus, l'autre en dessous de Ax^ étendues à Hofinî ^ 
et dont yÉx est l'asymptote ; que la plus grande largeur est 
en DV'^ lorsque la droite mobile BM est perpendiculaire 
à Ax. Si AB est <; b^ alors il y a en D' un nœud, qui 
s'évanouit et ne laisse qu'un point de rebroussemez^, lors- 
que AB:=za; voyez la figure :i53. 

^5/ n 467. Soit le cercle AFB donné, et sa tangente BD : sî, 
après avoir mené, de l'extrémité A du diamètre AB=z2a^ 
des droites AD aux divers points D de la tangente , on 
prend AM-=zF1)^ quelle est IVqnatîon de la courbe MAM' 
qui joint tous les points M ainsi déterminés ?" Elle résulte 
de l'intersection» continuelle d'une droite AD ^ mobile 
autour de A , par un. cercle dont le centre est en A ^ 
et dont le rayon R varie avec son égal FD, Les équa- 
tions de ces deux lignes sont yz=zAx^ j;*+j'* = /l*, 
l'origine étant en A ; AB l'axe des x. L'équation du cercle 
AFB étant j» = 2ûa; — x"^ ^ on trouve aisément (Sja) 

AExr:^ — T—r-J ^'o« EB\= ^^ 'i mais (354).. - 

^P= JS cos il/y/P= ■ ^ ^ , ^ : ainsi AM=.FD ou 

AP=:EB donne la condition R\/{i -^ A') =1 zaA*. 
Eliminant R ei A ^ à l'aide de a:"* 4-j>-' s= U', j^ = y^x , 
on a l'équation '•herchéc 

x^ 

Il résulte de cette équation, que i". x ne peut être > aa, 
ni négatif ;' ainsi la courbe est renfermée entre Aj et BD ; 
a*", elle est symétrique de part et d'autre de AB ; 3". elle 
passe par l'origine A (^ où elle a un rebroussemcnt ) ; > 
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4**. Jp=a donne y s=zdt:o^ les points H et H' où la courbe 264. * 
coupe la circonférence directrice, partagent celle-ci en 
ses quatre quadrans; 5^. x=:2a donne ^ = qo ; £D est 
asymptote. 

Cette courbe est nommée Cissdïde de Dioclès. On* s^en 
est servi autrefois, ainsi q*jc de la conchoïde, pour ré- 
soudre le problème de la duplication du cube. 

468. La courbe OBM doni les abscisses AE^ AP^, . . . a55. * 
sont les logarithmes des ordonnées correspondantes EF^ 

MP^ est nommée Logarithmique : son équation est 

a: = log.^, ouy=a* ^ a étant la Base (i49)' ïl ^«^ facile 
de voir que i^ la courbe n^a qu'une seule branche, qui est 
infinie de part et d^autre : 2.^. l'ordonnée j4B à Torigine 
est = 1 ; 3". soit AE = i = AB^ on a EF = û = la 
base : 4"* si a est ^ 1 , la partie BM de la courbe qui est 
dans la région des x positifs , sVcarte sans cesse de Ax ; 
l'autre partie BO ^ s'approche sans cosse de AQ\ QAx 
est Tasymptote. Le contraire a lieu lorsque a est -< i. 
5®. Si on prend des abscisses successives en progression 
par différence , les ordonnées correspondantes formeront 
une progression par quotient. 

Les différentes espèces de logarithmiques sont distinguées 
entre elles par la base a. 

4(39. Fqprnons la courbe des sinus) l'éqnation est ^-rssin x. ^^(^^ -n 
Chaque abscisse x est le développement d'un arc de cercle 
dont l'ordonnée jr est le sinus, le rayon étant r. Si l'arc est 
o, «-r, airr,.... le sinus est ntil : à partir de l'origine A , et de 
part et d^autre, si on prend AB = BC=zAB'z=>... ^ «rr, 
les points A B B' CC',,.. seront ceux où la courbe 
coupe l'axe des ;r. L'arc croissant depuis zéro, jusqu'à 
i'^r =r: AE^ le sinus croit aussi jusqu'à EF = r : mais x 
continuant de croître , y diminae ; la portion AFB de 
courbe est symétrique par rapport à jF£. Lorsque x 
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aSo. ^ passe ^JS =3= «r , le sinus devient négatif, et Côfnme il 
reprend les mêmes valeurs, on a une autre partie de 
courbe BDC égale à la première. 

Le cours se continue ainsi à Tinfini. Ces tourbes ne 
diffèrent entre elles que par le rayon r. 

aSy."^ 470* Ayant tracé deux axes rectangulaires Cx, Cf^ 
on demande la courbe qui résulte de T intersection con- 
tinuelle des droites PM CM^ en supposant que PM se 
meuve parallèlement à Çy , tandis que CM tourne au- 
tour de C : de plus , lorsque PM passe tn A ^ AC étant 
donné, CMàoïliXTt coucbé sur Cx\ PM et CJIf doivent 
arriver ensemble à se confondre avec .Çy ; enfin l'espace 
AP et Parc ab décrits, sont toujours dans le rapport de AC 

Soient ^Ç = a, <i^ = é, CP •=, tt ^ les équations de 

CM et P3f sonty=jc tang0, jp = «. Mab la conditloa 

AP ob . a — « â ,,. . 

_^ = _ demie -~— «:^_;«l.«aio«.«i, 

il vient 

^ = ^tang{ 2 J,oujr=^cotQ_.^. 

11 est aise de voir que i**. la courbe est symétrique de 
pari et d'autre de Cy\ a®* que :±: jc >• 48 rend ^ négatif: 
3*. que ± » = 2 tf donne les droit.es ÇJV, Q'N asymp- 
totes; a? = o rend jc = J; ce n'est pas ici ( V. 678) le lîec 
de 6xer la valeur de ce symbole*, ni de développer les pro- 
priétés de notre courbe, qui lui ont fait donner par 
Dinostrate son inventeur , le nom de Quadratrice , à causr 
de l'utilité qu'il lui supposa pour la quadrature du cercle 
2.i8. * 471- Si un cercle CM roule sur une droite v<^, 1 
point M qui originairement étoit en contact en ^ , aur* 
décrit la courbe AM\ et le nouveau point de tangen- 
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avec AB sera en /), de sorte que AD sera le déve- 2S8. "^^ 
loppement de Tare de cercle MD, £11 contînaant le mou- 
vement du cercle, le point M tracera ia courbe AMFB 
^u'on nomme Çyckïde , Roulette ou Trochoïde, 

^prcA une révolution complète , te point M se re- 
trouvera au contact en £, qui sera un point de la 
courbe , AB étant la circonférence du cercle générateur : 
en E milieu de AB , U diamètre«/!fi =: a ^ de ce cercle 
sera la plut grande ordonnée , et la courbe sera symé- 
trique de part et d'autre de Vaxê F£. La cycloïde 
continue 6on cours k l'infini , en i«|rmant en ^ , B, . . . 
des rebroassemena. Toutes ces circonstances sont faciles à 
prévoir ; mais elles se voient très-bien sur l'équation. 

Prenons Torigine en A^ AP = x , PM = y ; comme 
AP=z AD — PD , on a jp = MD — .x , en faisant. . . . 
PDsz MQz^z; e est Tordonné edu cercle CM, l'abscisse y 
étant DQ , d'où m^ :=iaLry — ^•. Or MD est un arc qui , 
dans le cercle dont le rayon est r , a r pour sinus ; ce 
qu'on exprime ainsi MD = arc (sin = z ) , donc on a 

j; =:arc (sin=r) -* z ou z =sin (jc -f- z) ; z* =r ^/y — j^'. 

Si l'origine ts% en F , FS = x ^ SM=y j FK si u , 
on a 

X =arc (sin=âz) -hzou z =$in (x— z) ; ou xr^y -f* ^î^ ^- 

Les travaux de Pascbal , Huyghens , BernouUi . . • 
ont rendu cette courbe célèbre ; elle jouit de propriétés 
géométriques et mécaniques très-singulières; mais ce 
n'est pas ici le lieu de nous en occuper. 

Si on eût cberché la courbe décrite par un point 
du plan circulaire différent de ceux de la circonférence , 
on auroit eu une autre espèce de cydoide. On auroit 
ausM pu donner au cercle mobile on mouvement de 



\ 
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^56. "^ translation dans Tun ou Tautre sens , outre celui dont 
nous venons de parler, ce qui auroit alongé ou accoure! 
la cydoïde ; enfin , on auroit pu faire rouler la circon^ 
férence sur une autre courbe , on auroit eu ce qu'on 
nomme des Epicycloïdes, Mais nous ne pouvons qu^ in- 
diquer ces objets. 

<^ 47^« On nomme Spirale^ une courbe qui est coupce 

en une infinité de points par toute ligne qui passe par 
un tpoint fixe ou pôle. Les spirales forment un- genre 
de courbes dont la génération nécessite , pour ainsi 
dire , les coordonné i» polaires. Telle est celle de Canon , 
qui porte le nom de spirale d'Archimède , parce que 
ce célèbre géomètre en a le premier reconnu les pro-- 
25q. priétés. La droite jil tourne autour de A^ pendant qu*uu 
point mobile M glisse le long de Al ; cherchons l'équa- 
tion de la courbe AMNC qu'il trace. On suppose que 
AI est placé en AC ^ quand le mobile est en Aj qu'après 
une révolution, lorsque ^i se retrouve en^C, le mobile 
M est en C ; qu'enfin les espaces qu'il parcourt sont pro^ 
portionnels aux angles que décrit AI. • 



La valeur angulaire 2 % devant répondre à AC 

2.W 



on 



a ^=: -4t^ = — y donc a srr = a$ est Téquation 

a AM r ^ 

cherchée. La courbe passe en A^ en C,.,.. les révolu- 
tions successives de AI , donnent *,= 2«-, = 4«'i-' d'où 
r=flf» = 2û, ... de sorte que chaque fois le rayon 
vecteur augmente de a. Comme pour un nombre quel- 
conque k de révolutions, l'équation 

r = -^ — devient r r= aA -| , 

k étant un entier quelconque , les rayons vecteurs s'ac- 
croissent aussi de a. 
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473. Soîetil menées les perpendiculaires ACy CD^ et a6o** 
décrit du centre C des arcs , tels que PM égaux en lon- 
gueur à une ligne donnée CD = a ) les extrémités M de 
ces arcs déterminent une courbe NM ^ dont on trouve 

Ch CM 

aisément Téquation t car on a — t- = -ktt 9 or ... . 
^ gh FM 

PM =: a , donc r$ e= a. L'analogie de cette équation 

avec x^ = m' a fait donner à cette courbe le nom de Spirale 

hyberhoUifue : on voit d'ailleurs que DE parallèle à AC est 

asymptote. Puisque r =r — y r n'est nul que quand 

I = 00 ; et comme I = air, =4«f« donne des valeurs 
de r de plus en plus petites , on voit que • la courbe 
fait autour du pôle des révolutions , et qu'elle n'y par- 
vient qu'après une iurmîté de tours. 

474- On a donné de même le nom de Spirale loga^ ^ 
rithmique à la courbe dont l'équation est 

%z=ilog r ou r = ef t 

I croissant , r croit ausaî et le cours de la spirale s'étend 
& l'infini ( mais I étant négatif et croissant, r décroit , de 
sorte que ce n'est qu'après un nombre infini de tours que 
la courbe atteint le pôle. Elle participe comme on voit 
des deux précédentes. 

475. La Spirale parabolique a pour équation ^ 

r = o±v/(/»l)t de sorte que r — a est moyenne 
proportionnelle entre p ti % : on reconnoitra aisément 
la forme de cette courbe. 



Fin du tome première 



ERRATA. 



Page Sy, ligne 5; par. Usez ^ pour 

53 y 8 en remontant, mettez (un Hard par 

franc) of^ant et on aura 

i4*^) la; ^/«r n^ 91. 

^69 , SL ; sont données , ajoutez , de gran— 

deur et de position 

âya, 12 ; le tronc, /iV^r, Taire du tronc. 

290, i5 ; Donc, Usez j maïs 

366, mettez (D) au lieu de (C) aux 

équations du bas de la page. 
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